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Acustica

1. Formulacao no dominio do tempo:

19°p 2

gor VP

o — 2P0
Po
Para ondas acusticas adiabaticas propagando em ar a 0°C

proximo ao nivel do mar, v = 1.4, pg = 1,29 [kg/m?], e
Py = 1,01 x 105[N/m?], que resulta em ¢, = 330[m/s].




Formulagédo no dominio da freqiéncia

p = p e« onde p & o campo escalar de presséo no dominio
do tempo, p no dominio da frequencia, e j = v/—1.

1

——w'p=Vp (1)
o

K2p+V2p =0; (2)

onde K2 = %wz é o nimero de onda ao quadrado.
0




Formulacao do problema de autovalor real em 1D

No caso unidimensional, a equacao se reduz a:

’p+D?p =0

onde D= %

Vamos considerar o caso em que temos uma cavidade fechada
em um extremo e aberta no outro, e pretendemos encontrar a
freqUiéncia de ressonancia (proxima a uma freqiiéncia de
interesse wy = 27fy) € 0 modo ou modos associados. Temos
que, na forma dimensional, x* = 27 fj ondef; = io éa
frequéncia de ressonancia adimensional. Eliminando os * e
abusando da notagao, o problema de autovalor-autofuncéao é

dado por:




Os autovalores w = § representam as frequéncias (angulares)
0

de ressonéancia adimensionais da cavidade. As auto-fung¢des
correspondem aos modos naturais do operador Laplaciano em
uma dimensao na cavidade, que estao associadas a ondas
estacionarias da solucao transiente.

Sobre uma superficie rigida, com direcao normal n as
condicdes de contorno podem ser expressas em notacao
vetorial como:

n-vp=0 (4)

No caso 1d, como no caso de um extremo de um tubo fechado
em x = 0 as condi¢des de contorno se reduzem a

@
ox

Para um extremo aberto em x = L para a atmosfera podemos
considerar

(x=0)=0

p(L)=0




Formulacao discreta do problema de autovalor real
1D por diferencas finitas

A discretizagdo do problema de autovalor real por diferengas
finitas se obtém pela substituicdo da derivada espacial por uma
aproximacao consistente por diferengas finitas. Considerando
pontos igualmente espacados, uma aproximagéo para a
segunda derivada no ponto x; = xo + Ax xi ,i =0,1,2,....,nx é
dada por

a®p _ Pi-1 —2pi + Piti
ax2 Ax?

+ O(Ax?) (5)
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Substituindo a aproximagao acima para a segunda derivada,
obtém-se o seguinte sistema linear, expresso na forma
matricial:

Aph — —/<.32Mph

onde as matrizes A e M, que possuem elementos ndo nulos

dados por:
1

Ax?'
2 .
m'
1
AX?'

Ali,i—1)=
Aiyi) = —
Ali,i+1) =
M(i, i) = —1;
sdo matrizes associadas a rigidez e de massa,

respectivamente e p” representa a press&o nos néGsESAR
computacionais. #2E=0n




Ressonancia em um tubo
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Autofungbes associadas a uma onda estaciondria em um tubo aberto
a esquerda e fechado a direita, mostrando a corregdo do método.
Resultado da simulagcdo, mostrando varios modos, mostra que as

autofungbes sdo modos de Fourier que satisfazem as condigbes de
contorno Dirichlet homogéneas no contorno a esqusirsare de*
Neumann 4 direita.




Cavidade retangular

O método implementado pode ser testado em uma cavidade
de secgao retangular. O dominio retangular possui lados de
comprimento adimensional Ly =2, e L, = 1 de forma que a
cavidade possui, teoricamente, modos com frequéncia de
ressonancia adimensional f = 0,1/2 associadas a um modo
modos, e f = 1,2, 3 associadas aos modos unidimensionais,
com dois modos para cada freqiéncia, além dos modos
bidimensionais f = \/(fZ + f2).

Pressure field - 1=0.50204 Velocity field - £=0.50204
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Pressure field - 1=0.50204 Velocity field - £=0.50204

Pl beri et

o8 HEREEEEEREEEE LT

0.6
0.4
0.2

(RN AR AN AN AN

OF e e
-02
~05 0 0.5 1 15 2 2
Pressure field - £=0.71567 Velocity field - £=0.71567
12

T O
: | S B AT E At
i~ i\\\ U x\\\wd
o i | |
e U0 o ol

0.4 I/ \ // ‘
o ’ ; . St RSN ¥
3 S ff”*\\\ //ii;“?\ ,

Figura : Resultados numéricos em malha com apenas 21 x 11 nés
computacionais, mostrando dois modos unidimensiogaSESAR mbdo P92 )
bidimensional. Esquerda: campo de pressao, direita: campo de




Tabela : Resultados do teste com cavidade de segéo retangular

LX = 2, Ly = 1

Ny ny f1 fg f3 f4 f5

11 6 0.2510 0.5080 0.5081 0.5738 0.7398
21 11 0.2503 0.5020 0.5020 0.5628 0.7157
41 21 0.2501 0.5005 0.5005 0.5600 0.709320
81 41 0.2500 0.5001 0.5001 0.5593 0.7077
161 81 0.2500 0.5000 0.5000 0.5591 0.7072
oo oo 025 0.5 0.5 0.5590 0.7071

Os resultados apresentam convergéncia satisfatéria para a
solucao analitica.



Apresentamos aqui a implementagéo do método para o
problema com forcagem. Este problema corresponde a
resposta no dominio das freqiiéncias de um sistema para uma
frequéncia determinada pelas condi¢des de contorno.
Considera-se que uma regiao da fronteira do dominio se
encontra excitada por uma forgcagem periédica com amplitude
e frequéncia determinadas.

K2p+V2p =0
onde 2 e 0 numero de onda ao quadrado. Neste caso w

é conhemdo e determinado pelas condi¢cées no contorno
forgado ', que no dominio do tempo se expressa:

p(Ts,t) = poe".

Na préximas seg¢des iremos discutir os resultados da

implementacado da discretizagdo de Elementos Finitos em uma

e duas dimensdes do problema forcado.

Vamos considerar o caso em que temos uma cayi¢adar \
'* fechada, salvo por uma regido onde ocorre a forgagem com~




freqUéncia fixa, wg = 2nfy. No caso unidimensional, a equagao
se reduz a:

(k2 +D?)p =0
com condi¢ao de contorno (forgcagem)

p(0) =1
A formulacao de Galerkin da forma (DG) do problema forgado
consiste em escolher as funcdes de base e de ponderagdo em
espagos de dimensao finita £ e W". O problema discretizado
se torna: Encontrar P" ¢ P" e w € R tal que para todo
Wh S Wh

(DP". DW"™) = —(xP", kW)
Utilizando bases canénicas de Elementos Finitos em
coordenadas cartesianas para 0s espagos acima, obtem-se o
seguinte sistema linear, expresso na forma matricial:

4VGESAR <t
AP = —M,P




onde

A= (DP" DW").

M = (P kW)

sdo matrizes associadas a rigidez e de massa,
respectivamente e p” representa a pressdo nos nés
computacionais. Observa-se que x € em geral complexo e
varia de elemento para elemento. Para o sistema linear acima
ter solugdo Unica, € necessario completar a definicao do
problema aplicando as condi¢des de contorno na forma
discreta, como descrito abaixo.

No caso de um contorno nao reflexiva deseja-se que as ondas
se propaguem apenas na direcao da normal externa, de forma
que nao ocorra reflexao de ondas para o interior do dominio.
Esta condicao pode ser expressa como:

op
Ot

+cn-Vp=0



Para o caso da solugado no dominio das frequéncia, essa
condicao pode ser expressa como

jwup+cn-Vp=20

onde c representa a velocidade de propagacédo da onda no
meio. Pode-se generalizar esta condicao de contorno para o
caso de uma parede parcialmente reflexiva. Neste caso
teremos:

jawp+cn-Vp=20

Para o = 1 obtemos a condigéo de fronteira ndo reflexiva, e no
caso de « = 0 temos uma fronteira totalmente reflexiva (parede
rigida). Valores intermediarios de « correspondem a fronteiras
parcialmente reflexivas (ou parcialmente absorventes). Esta

. condicdo de contorno corresponde a uma condlga@ggma {tgpo Fo2y
Robin).



cavidade com forgcagem e fronteira parcialmente reflexiva em
duas geometrias em fungao da freqiiéncia de excitagdo. A
primeira geometria € um canal retangular com Lx =1 e

Ly = 0.1, de modo que a resposta é essencialmente idéntica
ao caso unidimensional. A segunda geometria corresponde a
um canal com largura variavel, produzido por um mapeamento
descrito por: Y = Y. x (1 4+ 0.5 x sin(X * 2  pi)).
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Figura : Resposta em freqiiéncia para cavidades forcadas, com
forcagem na fronteira da esquerda e uma fronteira semi-reflexiva a
direita. Resultados numéricos em malha com apenas 21 x 6 nos
computacionais. A esquerda (a), resultado com geometria retangular.
A direita (b), geometria modificada. As curvas tragadas com linha
sdlida, linha tracejada e tragco-ponto representam resultados para
uma fronteira semi-reflexiva com o =0.125, 0.250 € 0.5
respectivamente.

Observa-se que na cavidade retangular as freqiiéncias de
ressonancia sdo igualmente espagadas, se encontram em f =
14 0 25 0 75 1.25. Os maximos das respostas parat '
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Solugéo no dominio do tempo

Vamos apresentar a solu¢do do problema no dominio do tempo
como a solugéo do sistema:

0
9P L 2V - (pu) =0
aﬁj (6)
of +Vp=0
Para o caso unidimensional, podemos escrever este sistema
como:
ou OF

onde Q C Ret € [0, Thax]. O vetor de varidveis conservativas
U e o vetor de fluxos F sdo dados por

2
u={n} F={%" ®
’ JoESAR (4 &




No caso 1d, como no caso de um extremo de um tubo fechado
em x = 0 as condi¢gdes de contorno se reduzem a

op,
a(x_O)—O

Para um extremo aberto em x = L para a atmosfera podemos

considerar
p(L) =0




Solucédo no dominio do tempo por diferencas finitas

de

sistemas de equacgdes de conservacao

hiperbdlicos lineares em 1d

Método de solugéo das equagdes de onda lineares no dominio
do tempo como um sistema de equagdes de conservagao
hiperbdlico linear e apresentar um exemplo computacional
utilizando o método de MacCormack com adi¢ao do termo de
viscosidade artificial de Lapidus.




Método de MacCormack

O método de MacCormack é um método de segunda ordem,
de dois passos, que pode ser descrito da seguinte forma:

— At
urt = up - Ax (F?.a —FD) (9)

- 1 — At — —

07 = 5 (U7 +U7") — oay (P -FET) - (10)
Estes dois passos definem o método de MacCormack.
Usualmente, um termo de viscosidade artificial € adicionado
como um passo fracionario adicional, conforme proposto por
Lapidus:

vAt

UI(7+1 — 07+1 oA

(a0 agrt )
onde A'07 = 07 - 07,
PCESAR (%




Solucgéao do problema de Riemann: tubo de choque (linear)
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Figura : Construgdo de um problema de Riemann: um tubo de
choque. Choque \3 S3; contato C,, e rarefagdo M\ (R;).
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Figura : Solugéo do problema de um tubo de choque linear, usando o
meétodo de MacCormack em uma malha regular de 50 pontos
(esquerda) e de 1000 pontos (direita). Linha sdlida: solugdo
numeérica. Linha pontilhada: solugcéo exata (Cap. 4). Para cada caso,
sdo plotados p, u, p, e — u?/2, e 1/(y — 1)log(p/p").

47 GESAR
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Para o problema de valor inicial de Riemann temos

_ J Ui, para x <0,
Uo(x) = {Ug,para x >0, (12)

Para a equagéo de ondas existem duas familias de
caracteristicas ao longo das retas A = dx/dt = +c. As
equacoes de Euler compressiveis possuem trés campos
carateristicos

M=U—C, o=U, \g=UuU+¢C
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As equacdes de onda (ou as eq. Euler) podem ser re-escritas
como

ou ou
5f Aa— 0 U(x,0) =Up(x) (13)
onde A; = OF;/0U;
[0 4
A= [1 0} , (14)

o-12)




Se A for diagonalizavel

P'AP = A

P=(v1 a»)

é matriz dos autovetores a direita de A.

AO(1 = )\10&1; AOZQ = )\10&2

L=pP'

€ matriz dos autovetores a esquerda de A.

23
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O sistema pode ser diagonalizado multiplicando pela esquerda
por L

ou ou

— — = 1
L8t +LA8 0 (16)
ou ou
LEJFAL@T 0 (17)
onde 0
(M
[y 2. 19
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Portanto V = LU satisfaz

oV ov
+A— =0
ot ox
ou seja V é constante sobre as curvas caracteristicas, e é

denominado invariante de Riemann.

(19)
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Equacgéo caracteristica

)\Z—CSZO; )\1 = Cp; )\2:—00;

Autovetores a direita

Autovetores a esquerda
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1

V=LU= %9
2¢y

U=PV= ﬁo

N = P —=

12
g

-

p/2¢co+1/2pu
—p/2¢co+1/2pu

)= L)

| e

(23)
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0 V1

— +cv4 =0
ot 4|
8v2
—— —CVv2=0
ot o V2
Usando UPWIND (12 ordem)
vt — v, VI — vl
1 i 11 11 1i—1 .
C = 0; Euler Regressivo
At 9T Ax 9
vt yn. VD — vl
2 1 21 2i+1 2 .
—C = 0; Euler Progressivo
At 0T Ax 9
Em geral
Vn+1i_ v A A n, __ n. A — |\ n. _yhn.
K 1, Kk + 1 Ak| VK WF4+ k= Akl Vit — V(i

At 2 AX 2 AX

=0




Dindmica dos fluidos computacional

Analise de métodos numéricos para EDPs:
» Consisténcia e precisao
» Estabilidade
» Aspectos computacionais
Modelagem computacional de escoamentos compressiveis:

» Oscilagbes, especialmente perto de regides de choque

» Resultados mais precisos e estaveis podem ser obtidos
utilizando formulagdes estabilizadas, tanto lineares como
nao lineares.

» formulacdo de variaveis conservativas, que apresenta
vantagens na implementagcao numérica.

29



Formulacao de variaveis primitivas conservativas
As equacdes de Euler em variaveis conservativas podem ser
escritas como

U | OF; _

ot 8X,‘
onde Q C R3 e t € [0, Thmax]. O vetor de varidveis conservativas
U e o vetor de fluxos F; sdo dados por

0 emQx|0, Tl (24)

1 1 0

U U 01
U=pJlep, Fi=pui{e,+pqd (25)

Uz Uz 03

e e uj

onde p é a densidade, u = [uy, Up, Us]T é o vetor velocidade, e
é a densidade de energia interna total, p € a presséo, e ;€ o
delta de Kronecker. A equagéao de estado para um gas ideal

p M S2R%

1
a0 p=(v—1)(pe—5pv)



Formulacao do problema em 1D
Para o caso de um problema unidimensional, as equagdes de
Euler se restringem a

ou 8F

ot 8
onde Q C Ret e [0, Thax]. O vetor de varidveis conservativas
U e o vetor de fluxos F sdo dados por

1 1 0
U=pu ,, F=puiqup+pg 1 (29)
e e U4

No caso 1D, como no caso de um extremo de um tubo fechado
em x = 0 as condi¢des de contorno se reduzem a

=0 emQx |0, Tnax] (28)

F

op
=0)=0
X =0
Para um extremo aberto em x = L para a atmosfera podemos
considerar GESAR (%'

o p(L) =0



Solucéo por diferencas finitas de sistemas de
equacdes de conservacao hiperbdlicos nao-lineares
em 1D

32

Diversos métodos foram desenvolvidos para a solugao de
sistemas de equacdes do tipo descrito por eq. 28. Uma
excelente revisdo é encontrada em Sod (1978)

métodos de Godunv, Hyman, Lax-Wendroff (2 passos),
MacCormack, Rusanov, Upwind, o0 método hibrido de Harten
and Zwas, o método antidifusdo de Boris e Book, o método de
compressibilidade artificial de Harten, e o método de Glimm.
Exemplo computacional utilizando o método de MacCormack
com adigéo do termo de viscosidade artificial de Lapidus.




Método de MacCormack

33

O método de MacCormack é um método de segunda ordem,
de dois passos, que pode ser descrito da seguinte forma:

AT At
Uit =u - (Fy — F7) (30)

- 1 — At — —

07 = 5 (U7 +U7") - oay (P -FET) )
Estes dois passos definem o método de MacCormack.
Usualmente, um termo de viscosidade artificial € adicionado
como um passo fracionario adicional, conforme proposto por
Lapidus:

vAt

UI(7+1 — 07+1 oA

o (a0 At (@2)
onde A'07 = 07 - 07,
PCESAR (%




Solucdo numérica do problema do tubo de choque

34
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Figura : Solugdo do problema de um tubo de choque, usando o
meétodo de MacCormack em uma malha regular de 101 pontos
(esquerda) e de 1001 pontos (direita). Linha sdlida: solugdo

numeérica. Linha pontilhada: solugéo exata (Cap. 4). Para cada caso,
s&o plotados p, u, p, e — u?/2, e 1/(y —1)log(p/p")4 GESAR (%"
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Método baseado em caracteristicas

As equacdes de Euler podem ser re-escritas como

ou ou
B AW 0 U(x,0)=Uy(x) (33)
onde A,‘j = 3F,’/8Uj
0 1 0
A= | (y-3)u?/2 B—mu v=11, (34)
<7T ) u H+(1 -9’1 ~qu
P p
U pul, H=e+= (35)
pe P

35



Se A for diagonalizavel

P'AP = A

P=(vy a2 a3)

é matriz dos autovetores a direita de A.

Aa1 = )\10&1; AOZQ = )\10&2 AOés = )\3043

L=pP'

€ matriz dos autovetores a esquerda de A.

36



O sistema pode ser diagonalizado multiplicando pela esquerda
por L

ouU ouU
L T +LA Ix =0 (36)
ouU ouU
L T + AL I =0 (37)
onde
A 0 O
= [O Ao O] , (38)
0 0 X3

47 GESAR
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Portanto V = LU satisfaz

oV oV

5t /\a—x 0 (39)
ou seja V é constante sobre as curvas caracteristicas
(invariante de Riemann).
Usando UPWIND (12 ordem)

n+1;
Vk

i— vy N M+ | Akl Vi — Vi N M — [ Xkl Vi1 — VR
At 2 AXx 2 AX

=0




LAP =A

A = PAL
u-c 0 O
A=| 0 wu 0 |, (40)
0 0 u+c

1 1 1
u-c¢c u u+c
H—uc u?/2 H+uc




Formulacao do problema em 2D

40

Para o caso de um problema bidimensional, as equacdes de
Euler se restringem a

U OF  0G _

ot ox oy
onde Q C R2 e t € [0, Tmax]. O vetor de varidveis conservativas
U e o vetor de fluxos F e G s&do dados por

0 em Q x [O7 Tmax] (43)

1 1 0 1 0

N U4 . u4 1 N u4 0
U= p U [ F= pul Us +p 0 G= puz Us +p 1
e e u4 e u-

44)
A definicao do problema é completada pela definicdo das

condigdes iniciais e de contorno adequadas. ‘
FGESAR [




Método de MacCormack

At
AX

At

Ui =0 1l —Ff) — 1, (G700 - G) (49)

" 1 A\ A et en

n+1 __ n+1 n+1 n+1

07t =5 (U + U7 — g (- FY)
At

—oro (G- GIT)) @e)

termo de viscosidade artificial & adicionado como um passo
fracionario adicional, conforme proposto por Lapidus:

~ vAt ~ ~
U;+1 = U,"}H + mAﬁ( <||A§<U7J:1j|| ‘ A;U?:—Jj)
vAt

+aay ™ (1850771 850717) - (47)

onde AL07 =07 - 07, en,07=07-07, ,  gcesar ¢

41



Problema de um choque oblicuo, usando o método de
MacCormack

M? sin? 3 — 1
M2(~ + cos 23) + 2

tand = 2cot 3

42
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Figura : Curvas de nivel de pressdo no choque obliquo, obtidas pelo
cddigo de diferencas finitas (método de MacCormack com
viscosidade artificial) Esquerda: Mach=2, usando uma malha de 61
x 61 pontos. Direita: Mach=3, usando uma malha de 161 x 161
pontos.
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