Apéndice B

Elementos de Calculo Vetorial

B.1 Introducao

Este apéndice aborda importantes conceitos do célculo vetorial, essenciais para formulagao
das leis que regem a mecéanica dos meios continuos. Sao revistos o conceito dos operadores
gradiente, divergente e rotacional, os teoremas de Gauss e de Stokes e apresentada a notagao
de tensorial cartesiana, também chamada de notacao de indices ou de Einstein. Essa notacao
apresenta nitidas vantagens sobre a vetorial, usada tradicionalmente nos textos introdutérios
de mecéanica dos meios continuos, o que justifica, no nosso entender, o esforco inicial de
assimilacdo, necessario. A notacao de indices permite que as equacOes se expressem de
forma compacta, o que facilita sua compreensao.

A demonstragao de varias identidades vetoriais se simplifica igualmente, quando se
usa a notacao cartesiana. Algumas dessas identidades sao demonstradas nesse apéndice e
outras sao deixadas como exercicios. Em alguns problemas da mecanica dos fluidos, como
por exemplo no da relagao entre efeitos viscosos e de variacao da energia interna de uma
particula de fluido, o uso da notagao de indices permite que se obtenha facilmente a relacao
entre os dois efeitos. O mesmo trabalho se torna extremamente penoso quando se utiliza a
notacao vetorial.

B.2 Principais Operadores Vetoriais e Teoremas

B.2.1 Operador gradiente

O gradiente de uma funcgao escalar f é definido, em coordenadas cartesianas, como o vetor
cujas componentes sao as derivadas parciais de f:

of  Of . Of

grad f = %1+a—yj+§
ou
of
d = iy
grad f Zaxie
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onde 0f /Ox; é a componente do gradiente na diregao x;.

O gradiente de um escalar é um vetor, orientado no sentido em que a variagao da fungao
f é maxima. Cabe notar que a variagao da funcao na diregao perpendicular ao gradiente
¢ nula. De fato, o valor da fungao em um ponto X! = z} e; + zl e + 1 e3, localizado na
vizinhanga de um ponto X° = 2% e; + 29 e, + 23 €3, ¢ dado aproximadamente por:

0 0 0
Fc) = px0) + gh ot o)+ Sl - )+ el - ad
= 1)+ 58w+ 5L A+ 2

= f(X° +gradf-AX
= f(X% + |grad f| |AX] cos 6

0 que mostra que a variagao da funcao é méaxima na direcao do gradiente, quando cosf = 1.

Em coordenadas cilindricas, o operador gradiente toma a forma:

10 8

8
grad = g r + ~ 99 © + — o (B.1)
Em coordenadas esféricas:
8 1 8 1 0
_ il B.2
grad = or 96 ° ot rsen 6 0¢ e (B:2)

Podemos também definir o gradiente de um vetor, como por exemplo, da velocidade
de uma particula de fluido. Sendo v o vetor velocidade, de coordenadas (v,, v, e v,), o
gradiente da velocidade tera nove elementos, que podemos agrupar em uma matriz:

ov, Ov, Ov,
Jdr Oy Oz
vy v, vy
Jor Oy Oz
ov, Ov, Ov,
oxr Oy 0z

A forma geral de um elemento do gradiente de velocidades é dada por dv;/0z; onde v; é
componente da velocidade na diregao ¢ e z; é coordenada na direcao j. A acao do opera-
dor gradiente sobre uma fungao f resulta em uma grandeza de ordem mais elevada, como
esquematizado abaixo:

f grad f
escalar (tensor de ordem zero) vetor (tensor de ordem um)
vetor (tensor de ordem um) matriz (tensor de ordem dois)

Essa propriedade se reflete no nimero de indices da variavel. Por exemplo:

escalar: T
vetor: v;, OT /O,
tensor de segunda ordem: 0v; /Ox;
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B.2.2 Operador divergente

Divergente de um vetor

O divergente de um vetor é dado, em um sistema de coordenadas cartesianas, por:

} vy  Ovy OV, 3 ov;
divv = + =+ :Zﬁxi:

Jx Oy 0z

O divergente reduz a ordem de um ten-
sor. Assim, o divergente de um vetor é um es-
calar e o divergente de um tensor de segunda
ordem é um tensor de primeira ordem, ou um

vetor.

Procuramos dar uma interpretacao ao
divergente de um campo vetorial. Considere-
mos um elemento de fluido submetido a um

fluxo de calor, conforme mostrado na Fig.
(B.1):

q(r,y,2) = i+ ¢ j+ ¢ k

Fazemos um balanco da quantidade de calor
que é transferida para fora do elemento, me-
nos a que é transferida para dentro.

Fazendo o balango do fluxo de calor te-
mos que a quantidade de calor acumulada no

o. 0. 0 . .
(&hL@_y']—i_Ek) S(vxi+vyj+v,k)

z 9, +$ z qx/
y 7 | |A

X

| = e

qy qy+A y
q ) /?\ A x

X+A x o ,
q

Figura B.1: Fluxo de calor através das pare-
des de um elemento de fluido.

elemento, por unidade de tempo, devido & componente do fluxo na direcao x, é dada por:

ox

(ql« + 04 ASL’) Ay Az — q, Ay Az =

Nas diregoes y e z temos, respectivamente:

Jqy
— A
(qy MY y)

0z

O Ax Ay Az
ox

Ax Az — gy Az Az = %AmAyAz

Y

0z

(qz + 94: Az) Ax Ay — q, Az Ay = 94: Ax Ay Az

Somando-se as trés contribuigoes obtém-se a quantidade de calor acumulada no elemento

considerado, por unidade de tempo:

0
ox

Ax Ay Az + 94y Ax Ay Az + 94:
oy 0

Ax Ay Az

Dividindo-se a expressao acima por Az Ay Az obtemos:

8QZ ’ 8%

5% :Z =divq

— Ox;
=1

0o 04y
oxr Oy
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Unidades de div q:

calor/tempo
5 calor/tempo
[divg] = area _ /temp
comprimento volume

o que mostra que o divergente do fluxo de calor representa a variagao da energia interna por
unidade de tempo e de volume, no elemento infinitesimal de volume considerado. Cabe notar
que, ao fazermos o balanco, calculamos a quantidade de calor que sa: do elemento, menos
a que entra. A taxa de acumulagao de calor é portanto, dada pelo negativo do divergente
do fluxo de calor.

O divergente de um vetor q toma a forma, em coordenadas cilindricas:

1 8 13(]9 an

-z —Z49 ] B.

r@r(rqr) + r 00 + 0z (B-3)
Em coordenadas esféricas:

10 9 1 0 1 8q¢

—— _— 0 —. B4

T28T(T qr)+rsen989(qgsen )Jrrsenﬁ 0o (B4)

Divergente de um tensor de segunda ordem

Vimos na Sec. (B.2.1), que da mesma forma

como calculamos o gradiente de um escalar,

Oy podemos calcular o gradiente de um vetor,

obtendo um tensor de segunda ordem, repre-

q;)}/ p sentado por uma matriz. Gradientes de ve-

v tor ocorrem com freqiiéncia na mecéanica dos

X Y ,// /%Z Az meios continuos, como no caso da equagao

Otk 7 de conservacao da quantidade de movimento

~ ¢ de fluidos. De forma semelhante, divergen-

/ tes de tensores de segunda ordem ocorrem

Opy+ Ay Ax também nas equagoes da mecanica dos meios

| continuos. Em particular, o divergente das

/ Ay I tensoes que atuam sobre a superficie de uma

particula de um continuo ¢ igual a resultante

das forcas de superficie que atuam sobre a
mesma. Discutimos abaixo esse caso.

Ox+ A

Figura B.2: Resultante das forcas de superfi- Consideramos uma particula de um
cie atuando SObl“e uma particula de um meio melio continuo’ Conforme representado na
continuo, na direcao z. Fig. (B.2) e calculamos a resultante das for-

cas de superficie que atuam sobre a mesma,
na direcao z. Essas forcas resultam de tensoes na direcao x, que sao as de cisalhamento que
atuam nas faces y, y + Ay, z e z + Az e as normais, que atuam nas faces x e v + Az. As
tensoes o;; sao identificadas por dois indices, o primeiro referindo-se a direcao da tensao e
o segundo, a face em que a mesma atua.

322



A resultante de forcas que atuam na direcao x, devido as tensoes normais atuando nas
faces x e x + Ax é dada por:

(Jxx+Ax) Ay Az — Ogx Ay Az = (Umm + agarar AI’) Ay Az — Oz Ay Az =
X
&Im o 8Uxx
9 Ax Ay Az = o AV (B.5)

Nas faces y, y+ Ay e z e z + Az:

(Oaytay) Ax Az — 04y Az Az = (axy + 004y Ax) Ar Az — 04 Az Az =

dy
004y do
— Az AyAz = —2A B.
o x Ay Az o Vv (B.6)
(Opzine) Ax Ay — 0, Az Ay = <am + 85“ Ax) Ax Ay — 0., Az Ay =
2z
00, 00,
o Axr Ay Az o AV (B.7)

A resultante de forcas na direcdo x, devido as tensoes nessa direcao, atuando nas seis faces
da particula do meio continuo é dada pela soma do tltimo termo das expressoes (B.5, B.6
e B.7). Obtém-se:

do do do
dF. — TT Ty Tz A
¢ ( Ox * dy * 0z ) v

A acima mostra que a resultante das forcas na direcao x, que atuam sobre o elemento do
continuo, é dada pelo divergente das tensoes nessa dire¢ao, multiplicado pelo volume do
elemento.

Reescrevemos a equagao acima na notagao de indices, em que substituimos dF, por
dFy, 004y, 004y € 0oy, por Ooyy, Oo1g € 0013, respectivamente e Oz, dy e Oz por Oxy, Oxg e
Oz, respectivamente. Obtemos:

3

aU'lj
dFy = oz, AV

j=1

Procedendo de forma anéloga obtemos as equagoes para a resultante das forgas nas diregoes
y e z, que atuam sobre o elemento do continuo. Agrupando os trés elementos na forma de
um vetor, obtemos:

i aU'lj

dF =

1 3 Do
ar, | = % AV

dF; =1 O

> 60'3]‘

aSL’j

j=1

323



O elemento geral desse vetor é da forma:

°. o
dF; = E 8—”AV

l‘ .

j=1 "
O resultado acima mostra que as tensdes que atuam na superficie de um elemento do meio
continuo formam uma matriz ou um tensor de segunda ordem, representado por uma matriz.
E facil ver que o divergente dessa matriz, ¢ um vetor, cujos elementos sao os divergentes

) Y

dos vetores formados pelos elementos de cada linha da matriz. A resultante das forcas
que atuam sobre o elemento é dada pelo divergente do tensor, multiplicado pelo volume do

elemento.

B.2.3 Teorema de Gauss

O teorema de Gauss generaliza o resultado
acima, para o caso de um volume finito. Con-
n sideremos um volume V', fixo no espago e sim-
plesmente conexo, conforme mostrado na Fig.
(B.3). O volume ¢ limitado externamente por
uma superficie S. Seja n o vetor de compri-
q mento unitario perpendicular & superficie e
orientado para fora e q, um campo vetorial
definido no espaco onde se encontra o volume
considerado. O teorema de Gauss estabelece
que:
Figura B.3: Volume de controle ao qual se
aplica o teorema de Gauss. n é o vetor de / divqdV = 7{ q-ndA (B.8)
comprimento unitario perpendicular a super- v S

ficie no ponto considerado. .
P Tendo em vista o teorema de Gauss po-

demos definir o divergente de um vetor q, de
forma independente do tipo do sistema de coordenadas utilizado:

. 1
dlvq—‘l/gnmvfgq~ndz4

B.2.4 Operador rotacional

O rotacional de um vetor é dado, no caso de um sistema de coordenadas cartesianas, por:

i j k
o 0 0 Jv, Ov v,  Ov dv, Ov
tv=| — — — | = = 2 - i+ =2 - ="k B.
vy Or 0Oy 0z [ dy 0z } ' [ 0z  Ox } { or Oy } (B9)

Vg Uy Uy

Em coordenadas cilindricas:

rotv = v XV = |:lavz _ %} e, + |:8,U7" — 8U2:| €y -+ |:12 (7’1}9) 1 8'07»:| €, (BlO)
r

r 00 0z 0z or
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Em coordenadas esféricas:

1 9,
rotv = Vxv = p— {89 (vysend) —
1§< )_8”7"
rlor T 0 ) C

Consideremos a componente na diregao
k do rotacional, 0v,/0x—0v, /0y. O esquema
da Fig. (B.4) mostra que a tendéncia a rota-
¢ao de uma particula de fluido, devido a vari-
acao de v, na dire¢ao x é contraposta pela va-
riagao de v, na direcao y. Esse exemplo mos-
tra que o rotacional mede de alguma forma,
a velocidade de rotacao local do fluido. Essa
questao é discutida na Sec. (B.3.1).

B.2.5 Teorema de Stokes

O teorema de Stokes estabelece que o fluxo
do rotacional de um vetor v através de uma
superficie S é igual a integral de linha da pro-

jecao da velocidade sobre a tangente a curva I' que limita a superficie considerada.

propriedade se expressa por:

/rotv-ndA:%V-dl
s r

B.2.6 Outros Teoremas

8@9 _|_1 1 %_g< ) +
8(;5 Or r | senf 0¢p  Or "e)| o
(B.11)
y
Vy
_ =
—_—=
=
_éx —

Figura B.4: Variacao da componente de ve-
locidade v, na direcao x e da componente
de velocidade v, na direcao y. No caso,
v, /0x > 0 e Jv, /Oy > 0. A componente na
direcao z do rotacional desse campo de velo-
cidades bidimensional é dado por (Jv,/0x —

v, /9y)k.

Essa

Enunciamos abaixo outros importantes teoremas do calculo vetorial [16]:

Teorema (Integragao por partes): Sejam 2 € R™ e I' = 0, o contorno de Q e ¢, ¢ : U €

R™ — R, dois campos escalares. Entao:

/nggrad@/)-ndﬂ = /ngwdf—/ﬂwgradgb-ndﬁ.

Teorema (Primeiro teorema de Green):

Sejam 2 € R™ e I' = 092, o contorno de §2 e

o, U € R™ — R, dois campos escalares. Entao:

/ (¢V*y + grad ¢ - grad ) d

Teorema (Segundo teorema de Green):

/(bgradw ndl.

Sejam Q € R™ e I' = 0f), o contorno de 2 e

¢, U e R™— R, dois campos escalares. Entao:

| @ oviyan = | <¢a—¢

¢
W an> dr,
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onde n é a coordenada ao longo da dire¢ao normal a €.

Teorema (Teorema de Green para campos vetoriais): Sejam 2 € R™ e I' = 012, o contorno
de Qeu,v,: U € R — R™, dois campos vetoriais. Entao:

/ [(V?u) - v+ (gradu: grad"v)] dQ = /[(gradu) -v]-ndl.
Q r

B.3 Notacao de Indices (Notagao Tensorial Cartesiana)

Foi visto que as componentes de uma grandeza vetorial podem ser representadas através de
um simbolo contendo um tnico indice. Por exemplo, a i-ésima componente de um vetor v
pode ser representada por v;. No caso de uma matriz, ou de um tensor cartesiano de segunda
ordem, sao necessarios dois indices para representar o elemento geral do mesmo. Assim, o
elemento geral de uma matriz A se representa por a;; e o elemento geral do gradiente de um
vetor, por 0v;/Ox;. A estes indices se da o nome de indices livres.

Constata-se que, na mecéanica dos meios continuos, que frequentemente os termos das
equacoes contém somatorios feitos sobre os valores de indices que aparecem duas vezes no
termo. Se considerarmos, por exemplo, o caso do divergente de um vetor ¢, temos:

. Iq dq;
d — 1)
vd oy + 8:53 JZ Ox;

Outro exemplo é dado pela componente da aceleracao de uma particula de fluido na
direcao :

dUZ' d

L= utalt), (), 2(0)

@ B 8v2+8vid_x+8vi@+6vi@
dt Ot Oxdt Oydt Ozdt

Observando que dx/dt = v,, dy/dt = v, e que dz/dt = v, pode-se re-escrever a ultima
expressao na forma:

dv;  Ov; ov; ov; ov;  Ov; L Oy
@ e ey e a2
Nos dois exemplos acima vé-se que, no case de algum termo conter um somatoério, o indice
sobre o qual se faz a soma aparece duas vezes. A informacgao de que se deve fazer uma
soma ja esta contida portanto na existéncia do indice repetido e pode-se portanto dispensar
o sinal do somatorio. Adota-se entao na mecanica de meios continuos, a notacao de indices,
ou dos tensores cartesianos, ou de Einstein, que consiste em suprimir o sinal do somatorio.
A existéncia de indices repetidos indica por si, que se deve efetuar o somatoério sobre todos
os valores daquele indice. Assim, o divergente de um vetor e a componente da aceleragao
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de uma particula na direcao ¢ se escrevem, nesta notacao:

0q;
divg =
v q 8],’j
d ot 70

O indice repetido denomina-se mudo. Assim, na ultima expressao acima, j ¢ um indice
mudo e 7 é um indice livre. A denominacao de mudo vem da varidvel muda das integrais,
z

onde:
Z 2 Z 2
/ vdr = = :/ ydy:y—
0 2 0 0 2

Nesse caso x e y sao a varidveis mudas podendo ser substituidas por qualquer letra que o
resultado sera sempre z2/2.

Z 2

5

0

A ordem do tensor é dada pelo numero de indices livres. De fato, observa-se que nao
ha indices livres na expressao do divergente de um vetor, que é efetivamente um escalar e
que h& um indice livre na expressao da aceleragao de uma particula, que é um vetor.

O teorema de Gauss, dado pela Eq. (B.8), pode ser re-escrito na notagao tensorial
cartesiana:

0qj %
—dV = ¢ qn; dA B.12
[/axj P 7% ( )

A Eq. (B.12) pode ser generalizada para o caso do divergente de tensores de segunda or-
dem. Tomando como exemplo o tensor de tensdes que atuam sobre uma particula do meio
continuo, temos:

aO'Z'j %
—2dV = ¢ o;;n;dA B.13

Dois operadores sao comumente utilizados quando se emprega a notacao de indices:
os operadores d;; € €;;. O operador ¢;; é definido por:

5. — lsei=y
Y1 Osei#£ g

O operador 0;; representa de fato o elemento geral da matriz identidade,

O O =
O = O
_ o O

que multiplicando um vetor a da como resultado o proprio vetor:

1 00 a ai
010 a9 = as
0 0 1 as as
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A dltima expressao pode ser re-escrita na seguinte forma, utilizando-se a notagao de indices:

3
E 51']'&]' = Qy,
Jj=1
ou simplesmente:
5ijaj = ;.

Como o resultado da multiplicagao de a; por d;; ¢ a;, o operador §;; ¢ também denominado
operador de troca de indices. De fato, as componentes b; de um vetor qualquer podem ser
representadas por 0;;b;. Pode-se verificar sem dificuldades que, em particular,

8p5z’j dp
= — B.14
Esse resultado, reescrito em notacgao vetorial, toma a forma:
div (pl) = gradp (B.15)

onde 1 ¢ a matriz identidade. As identidades (B.14) e (B.15) sdo usadas no capitulo 3,
para simplificar a equagdo de conservacao da quantidade de movimento (Eq. ). A variavel
p representa a pressao local, que atua sobre o elemento de fluido.

O operador ¢;j;, ¢ definido da seguinte forma: €;;, = 1 se o valor dos indices 7, j e k
forem, respectivamente, 1, 2, 3, ou 3, 1, 2, ou 2, 3, 1 (ordem ciclica); €;;, = —1 se o valor
dos indices forem 3, 2, 1, ou 1, 3, 2, ou 2, 1, 3 (ordem anti-ciclica); €;;, = 0 se dois ou mais
indices tiverem o mesmo valor. Esse operador é usado para representar o produto vetorial
e o rotacional de um vetor, como mostrado a seguir.

Vejamos inicialmente a representagao do produto vetorial, utilizando o operador €;;y.
Consideremos a expressao €;;;a;b;, onde a; e by sao as componentes nas diregoes j e k dos
vetores a e b, respectivamente. ¢;;,a;b; representa as componentes de um vetor, pois tem
apenas um indice livre, 7. Os indices j e k sao repetidos e indicam que se deve somar sobre
todos os valores dos mesmos, isto é:

3 3
eijkajbk = E E el-jkajbk.
=1 k=1
Para i = 1 temos:

€123 = 1 €132 = —1

€111 = €112 = €113 = €121 = €122 = €131 = €133 = 0
€1jkajbk = a2b3 — a3b2.

Para 7 = 2 temos:

€231 = 1 €213 = —1
€211 = €212 = €221 = €292 = €923 = €232 = €933 = ()
Egjk(ljbk = a3b1 — (llbg.
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Para i = 3 temos:

€312 = 1 €321 = —1

€311 = €313 = €322 = €393 = €331 = €332 = €333 = 0
€3jkajbk = a162 — a2b1.

As expressoes asbs — azby, asby — a1bs e a;by — asby sado, respectivamente, as componentes
do produto vetorial a x b, nas direcoes i, j e k.

Vejamos agora a representagao do rotacional de um campo vetorial, utilizando o ope-
rador €;;,. Consideremos a expressao:

3 3
z]k E E z]k
1 k=1

e mostremos a seguir que a mesma representa de fato o termo geral das componentes do
rotacional de um campo vetorial v:

Para i = 1, €193 = 1, €132 = —1 e todos os demais valores de €5 sao nulos, conforme
o exemplo anterior. Temos entao:

Ov,  Ov,  Ouy

Gljkﬁ—xj - oy 0z

Para i = 2, €931 = 1, €913 = —1 e todos os demais valores de €55, sao nulos. Temos entao:

v, Ov, Ov,

€oip— = — )
0w 0z ox
Analogamente, para i = 3, €312 = 1, €391 = —1 sendo os demais valores de €3, nulos.
vy, 8vy v,

ik o, ox; Or Oy’

Os termos acima sao as componentes de rot v.

B.3.1 Outras propriedades vetoriais

Demonstramos a seguir, duas outras propriedades vetoriais:

1
1. Se v=w x r, onde w é constante, entao w = 3 rot v.
V-V
2. v-gradv = gradT — Vv Xrotv.

Para mostrarmos a validade das duas propriedades acima necessitamos da seguinte
identidade que é apresentada sem demonstracao:

€kij€kpg = OipOjq — Oigljp-
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A primeira propriedade relaciona o rotacional do campo com a velocidade angular
quando esta é constante, isto é, independente da posicao no espaco.

Temos que:
rotv v
]k&rj
V = WXT — U = €ppgWpTy
Entao:
rot v Wy (wpry) (0ip0 55)a(wr)
= & € = Cijk €kpq 5 = Oip0jiq = OiqO4p) 5~ =
]kax] kpg*p T'q Jk Ckpq 8x]~ p'lyq rYjq qYjp 8:Ej p'q
0 0 or; or;
8—%(5ipwp5jqrq—5jpwp5¢qrq) = a—xj(wz‘”’j—wj”’i) = wia—é—wja—xj
Mas, sendo r = zi+ vy j + zk, temos que:
orj  dx dy dz _
Ox; Cdz dy dz
or;
- = bij.
8.’,13']‘ J
Portanto:
8Uk 8rj 8Ti
€ijkm— = W= — W =3w; —w;0;; = 3w, —w; = 2w
]kﬁxj &rj J 8$‘j I
e:
w= —rotv
2

A demonstracao da propriedade v-gradv = gradv-v/2 — v x rot v se faz de forma

semelhante, utilizando-se a identidade €;j€xpq

= 5ip5jq - 5iq5jp-

Reescrevemos inicialmente, cada um dos termos da igualdade, usando a notagao de

indices:

v-gradv

V-V
d —
gra B

—v X rotv

o, Ou
vj@xj
1 0 1 0v; Ov; 0v;
295 W) = 3 (“Ja T ]&E,) % o,

vy,

7 T€ijk Uj €kpq o
P

O desenvolvimento dos termos do membro direito da igualdade demonstra a propriedade:

v, ov v, ov v, ov
Uja—;i — €ijk Vj kaqa—xq = ”ja_:c]- — €kij €hpq U 8—:52 = v 83:2 — (0ip0jq — digOjp) ;i 8—1’:,

v, v, v, Oy 811] ov; Oy
K ( Oindia g v 0y ) ~ Yo, ( 0w, o, ) ~ Yo,
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B.4 O Teorema de Helmholtz (Teorema Fundamental do
Calculo Vetorial)

Uma das mais importantes proposi¢oes do calculo vetorial é o teorema de Helmholtz que
estabelece [48, 23]:

Teorema: Seja F(r) um campo vetorial continuo, com primeiras derivadas continuas, defi-
nido em um dominio V| cuja superficie externa ¢ S’. F(r) tem uma decomposi¢ao tnica na
forma da soma do negativo do gradiente de um escalar ¢(r) com o rotacional de um campo
vetorial A(r):

F(r) = —V¢(r)+V x A(r), (B.16)
onde o potencial escalar ¢((r) e o campo a(r) sdo dados por:

1 V- F(r’)dv, 1 F(r') -ndA’

= — - — B.1
#(x) A Jyr v =1/ A J¢  |r—1| (B.17)
1 F 1 F(r’ dA’
Ar) = — Mdvf + = w’ (B.18)
A7 Jyr |r —1/| At Jo o |r—1|

com os campos vetoriais grad¢ e V x A(r) ortogonais entre si. O dominio V’ deve ser
escolhido de forma que V x A(r) seja paralelo a superficie S” em cada ponto.

Se o dominio de integracao se estender por todo R? as integrais de superficie acima se
anulam.

B.4.1 Existéncia e construcao da decomposicao

Tendo-se em conta que:

/Vv2 (%) AV = /Vdiv grad <%) dv =

. (S323 1 d 2 1
—/de (55)av = - i {R (ﬁ)}dv -
_% (e_R> ndA — —% -er4mR? = —4m se V contiver a origem
s \R? 0  se V nao contiver a origem,

onde R=r —1', com |[R| = R. Sendo 6(R) = d(z — 2')0(y — ¢')d(z — 2’) pode-se escrever:

V2 (%) = —476(R).

Decorre dessa propriedade que qualquer fungao vetorial suficientemente regular F(r) =
F(x,y, z) pode ser representada por:

1

P = [ FEpe-ra = - [ Rev (3) o -

™ Jyvr
1 2 / 1 !
- Fe') (= ) av
47Tv [// <r) (R) ’
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onde a integracao se estende por qualquer regiao que contenha o ponto r. Observamos que,
na ultima expressao, o operador V nao atua sobre as variaveis de r’. Usando a identidade
V x Vx = VV - —V? (ver exercicio 2, Pag. 339) reescrevemos a tltima equagao como:

1 1 1 1
F = — Fr')(=)|dV' —— AAFE) (= || dV, (B.1
(r) 47TV></IV><{ (r)(R)] VeV [ v [ (r)(R)] V', (B.19)
onde os operadores rotacional e divergente nao atuam sobre as variaveis de r’.

Notamos que, sendo R = r — 1’ as derivadas em relagao as variaveis de r’ sdo iguais
ao negativo das derivadas em relacdao as variaveis de r. Denotando por V' o operador que
atua sobre as variaveis de r’, tém-se para o integrando do membro direito da equacao acima,
contendo o operador divergente:

v [F(r')l] _pe).ve = VEE) o B0

R R R R

O termo da Eq. B.19, contendo a integral do divergente escreve-se entao:

1 N1 , 1 V-F(') , , 1 , F(r')
— - |F — | dV’ = — —2dV' - — . dV’.
47 V/v [ <r ) <R>:| 47 \'dl R 4 V/v R

Aplicando-se o teorema de Gauss ao primeiro termo do membro direito da equagao acima
obtém-se o potencial escalar da decomposi¢ao de Helmholtz, conforme Eq. B.17:

1 \%E F(r’)dv, 1 F(r') -ndA
A Jyr |r—1/| A Jo  |r—1|

¢(r) =

Lembrando que o operador V s6 atua sobre os termos de r temos para o integrando do
termo da Eq. B.19 contendo o rotacional:

oxfra ()] i (] — 5 (3) 00 -

“Fr')x V (%) = F(r')x V' (%) _ VXEW) oy {F@/)] .

A integral contendo o rotacional na Eq. B.19 toma entao a forma:

L Lo ()] v -

1 [V xFr) ., 1 RO .,
— XX gy L v, B.2
PEy S T /V,V . [ r |V (B-20)

A dltima integral da Eq. B.20 transforma-se como segue:

[ [ - f B xnar )

Essa transformacao é consequéncia da seguinte:

332



Proposigao: Sejam X (r) um campo vetorial continuo definido no R?, V um volume definido
nesse espaco e S, a superficie que o delimita. Entao:

/rothV = —%XxndA, (B.22)
14 s
Demonstremos esse resultado: Seja ¢ um vetor constante; temos entao que:
div (X x¢c) = ¢c-rot X —X- rotc.
Como c é constante essa igualdade reduz-se a:
div (X xc) = c- rotX.

Integrando a equacao acima no volume V', usando o teorema de Gauss e notando que c é
um vetor constante escrevemos:

/div (X xc)dV = /c-rothV = c-/rothV = f(ch)-ndA.
1% 1% 1% 5

Observando que (X x¢)-n=c-(n x X) = —c- (X x n) temos entao:

= c-/rothV = —c-%(Xxn)dA.
1% s

Excluindo a multiplicacao escalar das integrais da equagao acima pelo vetor ¢ a proposicao
fica demonstrada. Em vista desse resultado escrevemos:

L[ oo (2] -

1 V' x F(r') 1 F(r')
Y B ST LV < (V) 0 [ v
47 \dl R 47 /“//V % |: R

1 V' x F(r’)dv, N 1 [F{') xndA

At Jo Jr—1/|

— — A
A Jyr Jr—1'| (x),

que é o potencial vetorial da decomposi¢ao de Helmholtz, conforme Eq. B.18.

B.4.2 Ortogonalidade dos campos grad ¢ e rot A

Como etapa preliminar & demonstracao da unicidade da decomposi¢ao mostramos ortogo-
nalidade entre rot A e grad ¢, expressa por:

/ rot A - grad ¢ dV = 0.
v

Notando que:
div (prot A) = ¢div rot A + rot A - grad ¢,

notando que div rot A = 0 e usando o teorema de Gauss obtemos, sucessivamente:

/div (prot A)dV = /rotA- grad o dV = 7{¢r0tA~ndA = 0,
1% v S

pois, por hipdtese, rot A-n = 0. rot A e grad ¢ sdao portanto dois campos ortogonais
entre si.
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B.4.3 Unicidade da decomposicao

Para demonstrarmos a unicidade da decomposi¢ao de Helmholtz supomos que u = grad ¢+
rot A; = grad ¢, + rot A, sejam duas decomposicoes distintas. Entao:

grad (¢ — ¢) + rot A; — rot A, = 0.

Fazendo o produto escalar da equagao acima por rot A; — rot A, obtemos:
/ {l|rot A; — rot As||* + (rot A; — rot Ay) - grad (¢ — ¢2)} dV = 0.
v

Como rot A; — rot Ag e grad (¢; — ¢2) sdo ortogonais o produto escalar dos dois campos
se anula e temos entao que:

/||r0tA1— rot A, [*dV = 0,
1%

o que implica em A; = A, e, consequentemente, em ¢_¢s, 0 que demonstra a unicidade da
decomposicao de Helmholtz.

B.5 Aplicacao ao Método de Elementos Finitos — O Mé-
todo da Projecao

O teorema de Helmholtz é base do Método da Projecao![15], usado na resolugao dos sistemas
algébricos lineares que resultam das discretizacoes espacial e temporal das equacoes da
hidrodinamica. Simplificadamente, podem-se dividir os métodos de resolucao de sistema
linear em duas classes:

1. Métodos acoplados;

2. Métodos desacoplados;

Os métodos acoplados resolvem o sistema completo de forma direta a cada passo de tempo.
No entanto, resolver as equagoes de Navier-Stokes com viscosidade variavel e transporte de
espécie quimica torna tal procedimento oneroso devido ao forte acoplamento entre velocidade
e pressao e suas fortes nao-linearidades particulares vindas dos termos convectivos. Como
exemplo, pode-se citar o escoamento simples de um fluido em 3 dimensoes. Para este caso,
sao necessarias trés equagoes de movimento e uma equacao de conservacao de massa, todas
acopladas, chegando ao total de quatro equagoes. Usando elementos finitos e uma malha de
quatrocentos nés (malha pouco refinada) calcula-se, a cada passo de tempo, mil e seiscentas
equagoes. Para problemas que envolvem outras variantes, como variacao na viscosidade e
transporte de espécie quimica, o custo computacional se torna ainda mais elevado. E neste

IEsta segao é baseada na dissertacao de mestrado do Dr. Gustavo Rabello dos Anjos (2007)[15], defendida
no Programa Poés-graduacao em Engenharia Metalirgica e de Materiais — Instituto Alberto Luiz Coimbra
de Pés-graduagdo em Engenharia — COPPE/Universidade Federal do Rio de Janeiro — 2007, a quem os
autores agradecem a cessao do texto.
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contexto que se enquadra o presente trabalho, e para diminuir tais custos, o uso de métodos
desacoplados se torna necessario.

Os métodos desacoplados separam as dependéncias internas das equagoes possibili-
tando uma resolugao sequencial do problema sem que haja a necessidade de se resolver
todo o sistema a cada ciclo computacional. Diversos sao os métodos capazes de realizar tal
operacao, dentre eles, o método da projecao vem sendo largamente utilizado. Tal método
foi introduzido por Chorin (1968)[11], seguido por muitos outros autores, tais como Patan-
kar (1980)[50] com o método SIMPLE e Harlow & Welch (1965)[26] com o método MAC.
O método da projegao pode ser aplicado de diversas maneiras, dando origem a métodos
continuos, semi-discretos e discretos.

B.5.1 Meétodo da Projecao

O método da projecao parte do prescrito pelo teorema de Helmholtz (Sec B.4) que mostra
que qualquer campo vetorial pode ser decomposto na soma do gradiente de um campo
escalar como rotacional de um potencial vetorial A.

Para entender a teoria do método da projegao é necessario interpretar as equagoes de
Navier-Stokes como projegoes. Para simplificar, considera-se as equagoes na forma conserva-
tiva em todo o dominio 2 e considere ainda viscosidade i e a massa especifica p constantes:

o +V-(v)=-Vp+vViv+g (B.23)

ot
V-v=0 (B.24)
Assim, escreve-se (B.23) como:

ov

BT +Vp=S(v) onde S(v)=vViv+g-—V-(vv) (B.25)
S(u) nao tem, em geral, divergéncia e rotacional nulos. Observe ainda que:
ov 0
=2V -v) = B.2
\Y BT Gt(v v)=0 (B.26)

VxVp=0 (B.27)

A Eq. (B.25), segundo Chorin (1968)[11], pode ser interpretada utilizando-se a Eq. (B.16),
o vetor S(v) é conhecido e pode ser projetado em ambos os subespagos de divergéncia nula
(0v/0t) e rotacional nulo (Vp), ou seja:

ov

5 —FPBMI - Vp=Q[S)), (B.28)
onde P e Q sao operadores de projecao, que satisfazem as seguintes propriedades:
P2=P Q°=Q PQ=QP=0. (B.29)

Dado um vetor qualquer u, P projeta este vetor no espaco nulo do operador divergente e Q
o projeta no espaco nulo do operador rotacional, isto é:

V-Plu=0 VYueQ (B.30)
V:Qu=0 VYue. (B.31)
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Comparando as Egs. (B.26 e B.28), obtém-se, para os operadores de projegao:

P=1-V(V) (V) (B.32)
Q=I-P (B.33)

Para as equacoes de Navier-Stokes, esses operadores possibilitam o desacoplamento entre
aceleragao e pressao. Segundo Gresho [21], enquanto pressao e aceleragao podem ser calcu-
lados sequencialmente, pressao e velocidade nao podem ser desacoplados, pois estao forte-
mente acoplados em escoamentos incompressiveis. Ao desacoplar velocidade e pressao, uma
correcao da pressao desacoplada é recomendéavel para trabalhar com o campo de velocidade
de forma adequada.

B.5.2 Meétodo da Projecao Continuo

O método da projecao continuo procura fazer o desacoplamento entre as varidveis ainda na
forma continua do problema, ou seja, antes de serem discretizadas no espaco e no tempo.
O primeiro passo do método de projecao consiste em resolver a aproximacao:

ov

ot
onde p é uma aproximacao da pressao, vinda das condigoes iniciais ou do passo anterior no
algoritmo. Em geral p # p, por isso a velocidade intermediaria v resultante nao é solenoidal,

desta forma v pode ser projetada no subespaco de divergéncia nula utilizando o operador
P. Assim uma proje¢ao solenoidal pode ser aproximada pela projegao:

S(¥) — V7, (B.34)

u, = P[], (B.35)

que pode ser tomada como aproximacao da solucao real. Entretanto ha dificuldades em
aplicar o operador P diretamente pois V? s6 pode ser invertido através de uma funcao de
Green |31]. Para evitar a operacao de inversao do operador V2, outra aproximacao é tomada:
levando-se em conta a Eq. u = uy + Vp, o passo de projecao pode ser feito utilizando-se
seguinte decomposicao:

v=v;+Vp com V- -v;=0, (B.36)

0 ¢ o multiplicador de Lagrange associado com a projecao da solugao intermediaria v no
subespago de dois vetores de divergéncia nula (v,) e rotacional nulo (V). Como VxVp = 0,
entdo V x v = V X v4. Analisando a Eq. (B.36), pode-se resolver v, e ¢ através de dois
passos:

1. Aplicando-se o operador divergente em (Eq. B.36), pode-se encontrar o através da
equacao de Poisson resultante:

Vo=V ¥ (B.37)

2. Conhecendo g, calcula-se v, diretamente de B.36 na forma:

vg=Vv—Vp (B.38)
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B.5.3 Meétodo de Passo Fracionario

Este método parte das equagdes de Navier-Stokes ja discretizadas no tempo. A idéia do
método é aproximar as equacoes da continuidade calculando uma velocidade tentativa v,
utilizando a equacao de conservacao de quantidade de movimento sem o termo de pressao,
em seguida projeta-se a velocidade tentativa no espago de fungoes discretas de divergéncia
nula.

nl oy 1
Vi T V4 _ __vanrl +V- [V<an+1 + v<vn+1>T)] (B39)
At p
vV - Vn+1 =0 (B40)
_ gt B.41
Al vp (A

A pressao em (Eq. B.41) é encontrada aplicando-se o operador divergente e utilizando
(Eq. B.40). Este procedimento resulta na equagao de Poisson para a pressao dada por:

1
V. Vp'tt = ~V (B.42)

Para a solu¢do das Eqs. (B.39 e B.42), a imposi¢do de condigdes de contorno se torna
necesséria, tanto para a velocidade v quanto para pressao p.

B.5.4 Meétodo da Projecao Discreto

O método da projecao discreto baseado em decomposicao LU é obtido através de fatora-
¢ao em blocos do sistema linear resultante. Isto implica que a separagao (ou split) entre
velocidade e pressao é feita depois da discretizagao no espacgo e no tempo das equacoes de

governo:
M(%) + %Kv"“ —Gp"tt =0 (B.43)
Dv" =0 (B.44)
M(C?HA; Gy 4 RGISCKC"“ = 0. (B.45)

A Eq. (B.45) pode ser resolvida separadamente, no entanto, as Eqgs. (B.43 e B.44) formam
um sistema de equagoes que pode ser representado por:

B —AtG] [vrt! rm n bc; (B.46)
. = a :
D 0 pntt 0 bey|
onde agora o sistema & escrito apenas para as incognitas do problema, ou seja, v =
n+1 n+1l _ n+l n+1 n+1 n+17T +1 _ n+1 n+11T
[y U Wy w | T = [pi T p, |, sendo Nu, N,

Nw e Np o numero de incognitas (nos livres) para velocidade na dire¢ao x, velocidade na
direcao y, velocidade na direcao z e pressao respectivamente. A notagao para as matrizes e
vetores foi mantida a mesma por simplicidade. A matriz B é dada por:

At

B=M+—K B4
+Re (B.47)
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e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,
r" = —Atvy + Mo" | (B.48)

mais as condigoes de contorno que nada mais sao do que as contribui¢oes dos valores conhe-
cidos de velocidade e pressao no lado direito do sistema.

O método da projegao baseado em fatoragao LU visa decompor a matriz do sistema
(Eq. B.46) através de uma fatoragao por blocos. Em [37] sdo apresentadas véarias formas
de se fatorar esta matriz, cada forma dando origem a uma familia de métodos diferentes.
Utilizando uma fatoracao canonica LU por blocos, tem-se o seguinte sistema:

B 0 I —AtB;'G| [v*] [ bcy
[D AtDBllG]'{O I }[pnﬂ = o] T |be (B.49)

O sistema apresentado em (Eq. B.49), se resolvido, da origem ao método de Uzawa [10]. Po-
rém sua solucao é cara computacionalmente devido a inversao da matriz B a cada iteracao.
Para contornar esse problema foi utilizado um processo de aproximacao conhecido por lum-
ping [10]. Duas aproximagoes foram testadas, a primeira aproximou a matriz M por uma
matriz de massa diagonal My ' enquanto que a segunda aproximou a matriz B na matriz
Bi!, também diagonal. Na primeira aproximagao, algumas oscilagoes foram encontradas
nos campos de velocidade para ntumero de Reynolds baixo. Ja na segunda os resultados
nio apresentaram oscilacoes. E importante mencionar que, segundo [10], diferentes apro-
ximagoes para as matrizes B; e By podem ser feitas, porém, para satisfazer exatamente a
equagao de conservacao da massa, € necessario que B; = Bg e assim todo o erro cometido
no desacoplamento aparece somente na equagao de quantidade de movimento. Resolve-se o
sistema desacoplado (Eq. B.49) da seguinte maneira:

B 0 vl " be,
b amsii] ] = o) * fben .50
Bv =r1r" + bc, (B.51)
AtDB'Gp™™! = —DvV + bc, (B.52)

I —AtB,'G| [v*H! vt

e b
(B.54)
vt = v + AtB71Gpt! (B.55)

Este procedimento é semelhante ao procedimento apresentado no Método de Passo Fracio-
nario, porém nao ha necessidade de imposicao das condi¢oes de contorno para a velocidade
tentativa e pressao.
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B.6 Problemas

1. Demonstrar as seguintes identidades vetoriais, onde A, B e C sao vetores:

AxB -Bx A
(A+B)xC AxC+BxC
Ax(B+C) AxB+AxC
Ax(BxC) = B(A-C)—C(A B)
A-BxC) = (AxB)-C=B-(CxA)
(A xB) x (CxD) B[A-(CxD)]—A[B:(C x D)]

(AxB)-(CxD)

C[A-(Bx D) -DI[A- (B x C)]
(A-C)(B-D)— (A-D)(B-C)

2. Demonstrar as seguintes identidades vetoriais, onde A, B e v sao vetores, ¢, f, g e p
sao funcoes escalares e S, um tensor de segunda ordem:

rot (grad ¢) 0
div (rotv) 0
div (f grad g — g grad f) fV2g —gVif
rot (rotv) grad (divv) — Vv
div (pv) v-gradp+ pdivv
div [(Vv)v Vv: Vvl +v. (Vdivv)
Vv : Vv? div [(Vv) v — (divv) v] + (divv)?
div (¢ Sv) (grad ¢) Sv + ¢ (div ST) v+¢S: gradlv
div (A x B) B -rotA— A -rotB
rot (A x B) AdivB—-BdivA+B-grad A — A -grad B
rot (fA) frot A+ grad f x A
grad (A - B) (B-grad)A+ (A-grad)B+B xrotA+ A xrotB

. Partindo da definicao de rotacional de um vetor q:

e 1
rot q o lim—%qx nds,
Vs

v—0

onde S ¢é a superficie que delimita o volume V' e n, o vetor unitario perpendicular ao
elemento de area local de S, mostrar que:

1
rotq x ndA = lim—%qwll,
AJe

A—0

onde A é uma superficie plana cuja normal é na e dl, um elemento da curva de
contorno que delimita A.
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10.

11.

Mostrar que:

fgbgradgb xndA = 0.
S

Sugestao: escrever o termo ¢ grad ¢, sob a forma grad ¢*/2 e utilizar o resultado da
proposigao a Pag. 333 (Eq. B.22).

Mostrar que €€ = 205

Um tensor 7, de elementos T, i,..i4.in, ¢ anti-simétrico se T i, .. ig..in
~Tiyig..iq...ip...in- Mostrar que um tensor qualquer pode ser decomposto na soma de

um simétrico com um anti-simétrico.

Mostrar que o produto 7;;5;; = 0 se T;; for o elemento geral de um tensor simétrico e
Sij, 0 de um tensor anti-simétrico.

O operador 9% /0x;0x; ¢ simétrico ou anti-simétrico?

Seja 0 vetor w = n X (v X n), onde v é um vetor arbitrario e n, um vetor unitério.
Em que diregao w aponta e qual é sua magnitude?

Seja os vetores u = (3;2;=7), v = (4;1;2) e w = (6;4; —5). Os vetores u e v sdo
perpendiculares ente si? Qual é a magnitude de v e w? Qual o &ngulo entre esses dois
vetores? Qual é a projecao de u na direcao de w?

Seja um ponto P, de coordenadas (z1 = 5; 22 = 4; 23 = 0). Quais sdo as coordenadas
de P em um referencial girado em torno do eixo x5 de 20° no sentido anti-horario (eixo
x1 girado na diregao de x2)?

340



