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Resumo. Este texto apresenta os pontos principais da modelagem matematica de escoamento incom-
pressivel, desenvolvido, em regimes laminar e turbulento, permanente e transiente, em canal aberto.
Conceitos béasicos de turbuléncia em canais sdo apresentados. Além disso, a discretizagdo das equagoes
de escoamento em canal 1D utilizando os métodos de diferengas finitas e de elementos finitos é apresen-
tada para os perfis laminar e turbulento. Ao longo do texto, o estudante podera também se familizarizar
com a modelagem de escoamentos particulados. Exercicios sdo propostos no final do texto.
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1 INTRODUCAO

Escoamentos multifasicos sao caracterizados quando hé presenga de mais de uma fase no escoamento, onde
entende-se por fase a regido do espaco delimitada por uma interface que a separa de outra fase. E importante
notar que um escoamento multifasico pode conter o mesmo tipo de substancia presente em fases distintas.
Esse é o caso, por exemplo, de dgua escoando em um radiador (trocador de calor) de automédvel. Nesse caso
encontra-se no mesmo sistema agua no estado liquido, antes de entrar em contato com o 6leo aquecido do motor,
e dgua em estado gasoso, depois de absorver calor do éleo e o liquido trocar de fase. Este escoamento multifasico
é considerado de material tinico, porém de muiltiplas fases. Na tabela 1 encontram-se exemplos de misturas
multifasicas, como a chuva que se caracteriza pelo escoamento de gotas de dgua imersas em ar e também de
escoamentos monofasicos com varios materiais, que é o caso do escoamento de ar composto de diversos gases

em uma fase Unica homogénea.

material fase unica fases diferentes
dnico escoamento de dgua em dutos liquido em ebuligao
variado mistura de gases do ar chuva (escoamento de dgua e ar)

Tabela 1: Exemplos de escoamentos multifasicos encontrados na natureza com diversos materiais e fases.

1.1 Abordagem Empirica ou Experimental

Para iniciarmos a introducao as técnicas experimentais, passamos pela definicao de importantes pardametros
utilizados na caracterizagao do escoamentos bifdsicos. A seguir, serao identificados padroes encontrados fre-
quentemente em escoamentos multifasicos em canais verticais e horizontais. é importante notar que a literatura
disponivel em escoamentos com mais de uma fase é extenso e nao se limita aos exemplos introdutodrios apresen-

tados neste capitulo. Ao leitor que deseja aprofundar tais conceitos, sugerimos [4], [14] e [3].
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1.2 Titulo de vapor

O titulo de vapor (z) é definido pela razdo da vazao mdssica de vapor (M(;) dividida pela vazao massica total
(Mg + My):

Mg

g= G _ (1)
Mg+ My,

Quando o escoamento é adiabatico, ou seja nao ha transferéncia de calor, se torna necessario a medida de vazao
massica para cada fase, com isso o titulo de vapor é determinada para todo o tubo. Se o tubo é aquecido e
fluxos de massa sao notados no sistema, o titulo de vapor aumentara na diregao do escoamento. No entanto,
para o caso de resfriamento do tubo e, consequentemente, a condensacao do vapor, o titulo de vapor diminuira

na dire¢ao do escoamento.

1.3 Velocidades

Em escoamentos multifasicos existem um grande numero de velocidades que podem ser definidas experimental-
mente. Ainda, como os fluidos estao em fases distintas, diferentes velocidades podem ser encontradas, sugerindo
também o uso de velocidade relativa como base para caracterizacao da velocidade do escoamento. A seguir sdo

definidas algumas importantes velocidades encontradas na literatura.

e Velocidade média verdadeira: é a velocidade em que cada fase se movimenta no escoamento.

e Velocidade superficial: também conhecida como fluxo volumétrico, é definida como a razao do fluxo de

velocidade da fase considerada pela area transversal total do escoamento multifdsico.

e Velocidade de deriva: razao da velocidade verdadeira média pela velocidade superficial total.

1.4 Fluxo de massa

O fluxo de massa (G) ¢ definido como a vazao maéssica total (M) divida pela drea transversal do escoamento:

G=— 2
- 2)
onde a expressao acima representa a relagao entre a velocidade média do escoamento multiplicada pela densidade

média. A unidade usual de fluxo de massa é [kg/m?s].

1.5 Fracao de vazios

A fracdo de vazios € é um dos parametros mais importantes para caracterizacdo de escoamentos multifasicos.
Este também é de grande importancia para a determinacao de outros parametros, tais como viscosidade e
densidade em escoamentos multifasicos, obtencao de velocidade média relativa e, também, como ferramenta

fundamental em modelos de previsao de transicao de padroes de escoamentos.

Na literatura existem vérias definigdes para especificagado de fragido de volume (veja [13]). Aqui serdo apresen-

tadas as principais defini¢bes de fracao de vazios: local, cordal, transversal e volumétrica.

A fracao de vazios local €,¢q; € tipicamente medida em um ponto ou pequeno volume quando feita experimen-

talmente. ¢é definida com €;,.q; = 0 quando liquido esta presente ou €;,cq; = 1 quando vapor esta presente.
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Tipicamente é realizada uma média temporal local para determin¢ao da fracdo de vapor, sendo definida pela

seguinte expressao:

Cloeat (1) = % /t Pu(r, )t ()

onde Py (r,t) é uma funcdo indicadora da presenga de vapor no ponto em fungao do tempo t.

A fracdo de vazios cordal € € tipicamente medida através de um feixe radioativo brilhante que atravessa o
tubo onde o escoamento multifasico estd localizado. Através da absorcao de luz deste feixe no outro lado do

tubo, é possivel medir o comprimento da fase gasosa. A vazao de vazios cordal é entao determinada por:

Lg
cordal = 7 1 4
Ceordal Lo+ Ly @

onde Lg é o comprimento de linha na fase gasosa e Ly, na fase liquida.

A fracdo de vazios transversal €;.qns, ¢ medida a partir de meios éticos ou através de medidas indiretas, tal

como a capacitancia elétrica de uma fase liquida condutora. Esta fragao é definida como:

Ac
€trans = m (5)

onde Ag é a area ocupada da fase gasosa e Ly, da fase liquida.

A fragdo de vazios volumétrica €,, é medida geralmente através de mecanismos de armadilha para os fluidos,
onde por um instante breve a amostra fica armazenada, possibilitando a medida da quantidade de gas e liquido

diretamente. Esta fragao é entao definida como:

Va
Va+ Vi

€vol =

onde Vg é o volume ocupado da fase gasosa e Ly, da fase liquida.

1.6 Escoamentos verticais

Os padoes de escoamentos para cima em tubos verticais é apresentado esquematicamente na Fig. (1). As
diferencas bésicas observadas experimentalmente sao descritas a seguir. é importante notar que a utilizacao de

cada padrao de escoamento depende da sua aplicagao.

e Bolhas dispersas: no escoamento em bolhas, o gés ou a fase vapor esta distribuida na fase continua liquida
como um aglomerado de bolhas. Em uma situacdo extrema, estas bolhas podem apresentar formato
esférico e de pequeno didmetro ou apresentar formato de corpo alongado com a uma das extremidades
arredondadas. Neste tltimo estado, mesmo nao apresentando tamanhos comparaveis ao didmetro do tubo,

o padrao das bolhas pode trazer alguma semelhanca ao escoamento em golfadas.

e Golfadas: neste tipo de escoamento, as bolhas apresentam aproximadamente o mesmo diametro do tubo,
com isso os efeitos de parede sao mais evidentes. O nariz da bolha tem um formato caracteristico arre-
dondado devido a pressao e ao escoamento, enquanto que as laterais sao separadas por um filme liquido
que vai suavemente diminuindo até chegar a parte de trds da bolha. O termo golfadas representa o liquido
que separa sucessivas bolhas de gés ou vapor. Dependendo do escoamento, pequenas bolhas podem ou

nao estar presentes entre as bolhas principais.

e Batido: a interface de largas bolhas de gés ou vapor se quebra, formando o escoamento do tipo golfadas
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Figura 1: Escoamentos bifdsicos em tubos verticais. Em todos os casos o escoamento se faz de baixo para a cima. Os efeitos
gravitacionais sdo uniformes ao longo do eixo horizontal, fazendo com que o escoamento apresente alguma estrutura
simétrica.

em uma distribuicao cadtica. Nele, a fase liquida é empurrada em diregao as paredes do canal. Este
escoamento também é conhecido como semi-anular ou golfada-anular, devido ao cararter transitério deste

padrao.

e Pouco anular: o filme liquido apresenta grande espessura nas paredes do tubo com uma consideravel
quantidade de liquido arrastada para dentro do niicleo de gas ou vapor. Este tipo de padrao de escoamento
foi primeiramente identificado pelo trabalho de [§8]. Em um padrao geral, muitas bolhas sdo encontradas
no filme liquido préximo as parades do tubo, enquanto que grandes gotas sao arrastadas dentro do nucleo
de gas ou vapor. Este padrao de escoamento é encontrado em grandes vazoes massicas e, devido 4 grande

quantidade de bolhas no filme liquido, este escoamento pode ser confundido com o escoamento em bolhas.

e anular: um filme liquido é formado préoximo as paredes do tubo devido ao aparecimento de um niclo
continuo de géas ou vapor no meio do tubo. O aparecimento de ondas pode ser notado na superficie do
filme. Devido a sucessiva quebra destas ondas, pode haver a formacao de gotas no ntcleo de gas ou vapor.

Diferentemente do escoamento do tipo pouco anular, as gotas estao separadas ao invés de aglomeradas.

1.7 Escoamentos horizontais

Os padroes de escoamento comumente encontrados em tubulagoes horizontais e inclinados sao complexos devido
a sua natureza nao simétrica causada pelo influéncia do campo gravitacional. Entretanto sao bem considerados

até hoje os padroes multifdsicos sugeridos por [1] e apresentados de forma esquemética na Fig. (2).

e Bolhas dispersas: este escoamento é similar ao apresentado anteriormente para escoamento vertical, com
a diferenca que as bolhas de gds ou vapor tendem a se movimentar na metade superior do tubo. Fato
justificado pela menor densidade da bolha comparada ao liquido. Em uma velocidade moderada de ambas
as fases presente no escoamento, a distribui¢ao de bolhas é uniforme ao longo do tubo, enquanto que para

velocidades mais elevadas o padrao de escoamento se assemelha ao pouco anular.
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Figura 2: Escoamentos bifasicos em tubos horizontais. Em todos os casos o escoamento se faz da esquerda para a direta. Depen-
dendo da velocidade de entrada das fases, um padr@o pode ser identificado. Como pode ser verificado pela posicao das
bolhas, a gravidade exerce uma influéncia imediata nas fases, uma vez que o fluido menos denso tende a se movimentar
na parte de cima do tubo.

e Bolhas: escoamento similar ao do tipo golfadas em tubos verticais. Como no caso de bolhas dispersas, a

bolhas de gés ou vapor tendem a atravessar o tubo na metade superior, devido ao campo gravitacional.

e Estratificado: escoamento separado por uma interface suave, onde geralmente é encontrado em baixas

velocidades das fases liquida e gasosa.

e Estratificado ondulado: as ondas sao formadas quando a velocidade na fase gasosa é aumentada. Estas

ondas se movimentam na direcao do escoamento.

e Golfada: com o aumento da velocidade da fase de vapor, a amplitude das ondas também aumenta, se
aproximando da parede do tubo. A parte superior do tubo atras da onda é molhada por um filme liquido

que é drenado para o meio da fase liquido.

e Anular: a vazado da fase gasosa é tdo alta que é capaz de sustentar a fase liquida préxima & parede do
tubo, originando um nucleo de gas ou vapor. Em sua se¢ao transversal, o liquido pode nao ser continuo

ao redor de toda a circunferéncia, porém serd mais espesso na base do tubo.

1.8 Mapa de padroes de escoamentos

Os mapas de padroes de escoamento sao utilizados para a identificagdo do tipo de escoamento (golfadas, anular,
estratificado etc.) através de parametros conhecidos como vazao madssica, fragao de vazios, qualidade de vapor
etc. Estes mapas existem para diferentes tipos de fluidos, dimensao de tubos, graus de mistura e muitos outros.
Basicamente, eles podem ser divididos em duas classes: adiabaticos e diabaticos. O primeiro é usualmente
utilizado para escoamentos do tipo ar/dgua, enquanto o segundo pode ser encontrado em refrigerantes em

evaporagcao.

Os mapas de padroes sao representados como areas em graficos, em funcao das velocidades superficiais ou
qualquer outro parametro geral que contenha tal definicao. E importante notar que o padrao de escoamento
é também influenciado por outros tipos de parametros, porém sua descricao é feita através de gréaficos bi-

dimensionais. Na literatura, muitos mapas podem ser encontrados para diferentes fluidos e em diferentes
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condigoes. O leitor interessado poderd consultar algumas referéncias cldssicas como ([4], [14] e [13]).

A Fig. (3a) representa um mapa de padrdes de escoamento para ar/dgua, em condigoes de pressao atmosférica,
para canais verticais baseado em ([9]). Neste mapa pode-se observar que cada padrao de escoamento ocupa uma
area no grafico e as linhas tracejadas delimitam a transicao. Como pode-se observar também, estas mesmas
linhas nao ocupam todo o limite do gréafico, o que sugere a falta de dados experimentais para descrever as
transigoes em toda a escala. E importante notar que estes mapas devem ser observados nao mais do que um
guia grosseiro de padroes de escoamentos, pois os fluxos de quantidade de movimento por si s6 nao sao capazes

de representar com exatidao a influéncia das propriedades fisicas do fluido nem o diametro do tubo.

A Fig. (3b) descreve um outro mapa de padrdes, porém para escoamento horizontal baseado em ([2]). Este
mapa ¢ largamente utilizado na industria petroquimica. No mapa pode-se identificar os padroes de escoamento

em diferentes velocidades massicas superficiais de liquido G, e de gis Gg.
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Figura 3: Mapas de padrdes de escoamento bifdsico representado por fluxo de massa G de liquido G, e de gds G¢. As linhas
continuas e tracejadas representam a transi¢do dos padrdes de escoamento. (a) Escoamento vertical para ar/dgua baseado
em ([9]). (b) Escoamento horizontal para ar/dgua baseado em ([2]).
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1.9 Perda de carga

1.9.1 Método homogéneio

1.9.2 Método de separagao

1.9.3 Perda de carga em conjunto de tubos
1.9.4 Recomendagcoes

1.10 Mudanga de fase

1.10.1 Condensagao

1.10.2 Formas de vaporizagao

1.10.3 Ebulicao

2 PERFIL LAMINAR

2.1 Regime laminar permanente

Considere as componentes z e y das equagoes de Navier Stokes para escoamento incompressivel (com viscosidade

constante! e sem termo das forcas de corpo):

ou N ou N Ou 19p 0%u N 0%u (7a)
—tu—+v— = ———+4v|—+——
ot ox Ay p Ox 0x?  Oy?
v v v 10p v 0%
— — — = ——— — + == 7b
ot +U8:C+vay p Oy V<8$2+8y2 (7b)
Oou  Ov
Z 4220 8
ox + dy (8)
Para o regime permanente do escoamento, %7; = % =0.
Suponha também que o escoamento seja desenvolvido, isto é:
ou
— =0 9
9 (9)
o que, devido a conservagao de massa Eq. (8), implica em:
v
=20 10
o (10)

Esse resultado significa que v = constante ao longo de qualquer secao do canal. Mais do que isso: por causa

das condicoes de contorno de nao deslizamento, v = 0, em todo o dominio do escoamento.

1Para um escoamento isotérmico, a hipétese de viscosidade constante é muito realista, uma vez que, embora ela dependa também
da pressao do fluido (além da temperatura), as variagdes com a pressdo sdo extremamente baixas.
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Temos portanto:

10p 0%u

1

A condicdo de que a derivada parcial da pressdo em relagdo a y seja nula significa que p = p(z), ou seja, o
campo de pressao nao depende da coordenada y. Este resultado significa que o escoamento incompressivel,

desenvolvido e estacionario em um canal cujos fluxos na diregao z sao irrelevantes é modelado por

op 0%u

or Maiyz (12)

Uma vez que a pressao depende apenas de x e a velocidade u depende apenas de y, podemos concluir que a
pressao depende linearmente de x, de maneira que 9p/dz é constante. Dado um gradiente de pressao, a equagao
12 se torna uma EDO homogénea de segunda ordem, cuja solucao é o perfil laminar do escoamento com as

caracteristicas citadas, expresso por:

1 9p 4
uly) = —=—y*+Cy+C 13
(y) 2 8xy 1Y 2 (13)
A Eq.(13) fornece a solugao geral do problema representado pela Eq. (12). As condigoes de contorno definem a
natureza do problema. Tratamos aqui o caso particular de nao-escorregamento de particulas em contato com

as paredes inferior y = 0 e superior y = L. Com isso, as condigbes de contorno para velocidade se escrevem:

Os coeficientes C e Cy da Eq. (13) podem ser encontrados através da imposicao das condigoes de contorno,

definindo entao a solucao particular do problema:

~u(L) —u(0) 1 Op
G = S et (16)
Cy = u(0) (17)

onde L ¢é a largura do canal. Se u(0) = u(L) = 0, obtemos:

u(y) = — 2

= ﬂ% (y2 - Ly) (18)

Para o problema do canal, a velocidade U é mdxima no centro y = L/2. Considere u(y = L/2) = U. Para o

perfil dado pela equacao 18, temos portanto que:

1 0p L?
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o que resulta em:

dp U
= —8%2 (20)

ox

Definindo o nimero de Reynolds como Re = ULp/u, obtemos

0 2Re
Y L (21)
Ox pL
2.2 Regime laminar transiente
O regime transiente do mesmo escoamento pode ser representado por
0 10 0?
v“_ 29 Y (22)

at p Ox V@Tf

Note que agora a equagao depende da densidade p do fluido. De fato, para o regime transiente, a variagao do
perfil de velocidade com o tempo deve ser influenciada pela inércia do fluido, convergindo, no entanto, para
um valor comum para qualquer valor de p. Note ainda que a pressao agora é também fungéo do tempo, isto é,

p = p(x,t) e seu gradiente ndo pode mais ser calculado pela expressao 20.

3 PERFIL TURBULENTO

, . . . . - .
Para ntimeros de Reynolds acima de um certo limite?, eventuais perturbacdes introduzidas ao escoamento
podem gerar oscilagoes cujas amplitudes cresgam monotonicamente, tornando-o instavel hidrodinamicamente e

convertendo o regime laminar em turbulento. Escoamentos turbulentos sao caracterizados por:

e alto grau de mistura
e riqueza de escalas

e imprevisibilidade

Osborne Reynolds introduziu a abordagem estatistica ao estudo de escoamentos turbulentos em 1895 [12],
segundo a qual o escoamento médio é resolvido. Para escoamentos quase estaciondrios, médias temporais
podem ser usadas [7]. Matematicamente, o conceito introduzido por Reynolds consistia na média das equagoes
de Navier-Stokes, cujo resultado sao as equagées RANS — Reynolds Averaged Navier-Stokes. Para escoamentos

incompressiveis, elas sao dadas por

9 | _
a—:+v.vV:7vp+uv2v—vv®v (23)

2Reynolds observou em experimento os regimes pelos quais um escoamento pode passar e quais os pardmetros influenciavam na
transi¢do. Suas conclusdes em cima desse trabalho foram publicadas em 1883[11, 6]

10
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Expandindo em coordenadas cartesianas temos

Ou ou 0w, o _ _1op (‘92“+82u+82“><8aa+8m7+ azr) (24a)

ot 0 Oy 0z p o oxr2  0y? 022 ox Oy 0z

v ov v ov 10p v 0% O 0 —~ 90— 0_—

T u%—i—va—y—kw% = ooy V<8332+8y?+8z?>_<8x u+6yvv+sz> (24b)
37w+u87w+087w+w87w = _18;0+V<82w+8210+82w>_(8m+8w6+8m) (24c)
ot ox Oy 0z p Oz ox?  Oyr 022 ox Oy 0z

.

E importante notar que o campo de velocidade v e suas componentes, bem como o campo de pressao p,
expressam aqui os respectivos valores médios, enquanto que o campo Vv e suas componentes representam as

flutuagoes em torno dos valores médios, conforme a decomposicao de Reynolds.

A dissipacao introduzida pelos termos nao-lineares de flutuacao pode ser interpretada como um campo de tensao
adicional atuando no escoamento, representado pelo tensor de tensoes turbulentas dado por » = —pv ® v, cujo

divergente é

Vg =—pV-vRV (25)
A equagao 23 pode portanto ser reescrita como

av 1 1

—+v-Vv=—-Vp+ -V (uVv+r 26

D AR ) (26)
Esta formulacao introduz novas varidveis ao modelo, indeterminando o sistema de equagoes. A estratégia classica
de fechamento do sistema é a aplicacdo da hipdtese de Boussinesq, proposta em 1877[7)%, segundo a qual os
processos de difusao da quantidade de movimento molecular e turbulento sdo andlogos. Matematicamente, isso

equivale a

Tt =t VV (27)

onde u; € dita viscosidade turbulenta, ou viscosidade de Boussinesq. E mais conveniente agora nos referirmos
a viscosidade molecular p,,,. No caso da viscosidade cinética temos portanto v; e v,,. Para a maioria dos
numeros de Reynolds, v, é algumas ordens de grandeza superior a v,,, ou seja, as dissipagoes turbulentas sao
muito maiores do que as dissipagoes viscosas. Introduzindo o conceito de viscosidade turbulenta na equacao 26,

obtemos

1
g—:-l—wVv:—;Vp-i— V- [(vn + 1) V V] (28)

A viscosidade adicional p; pode ser interpretada como um acréscimo dos efeitos de dissipagao ao escoamento, e

deve estar associada as caracteristicas do escoamento.

Para o escoamento desenvolvido no canal, a equagao 28 se reduz a

ou 19p 0 ou
_— = ——— P —_— 2
ot p Ox + Oy {(Vm + Vt)@y} (29)

30 artigo de Reynolds propondo a decomposigio dos campos em parcelas média e flutuante e dando origem ao hoje chamado
tensor de Reynolds foi publicado somente em 1895. O que havia como base de conhecimento para Boussinesq fazer essa proposta
em 18777
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3.1 Camada limite turbulenta

A regido do escoamento préxima a parede passa por transicoes importantes até chegar ao escoamento principal?.
Essa regiao é a camada limite do escoamento. E bem aceito que a camada limite possui duas regioes distintas:
uma adjacente a parede, na qual os efeitos viscosos predominam — subcamada viscosa — e uma seguinte na
qual os efeitos turbulentos sao mais importantes — subcamada turbulenta. Cada uma delas possui um perfil de

velocidade diferente. Essa composi¢ao é conhecida como a estrutura assintética da camada limite turbulenta.

Na subcamada viscosa, a condicao do escoamento pode ser descrita por

0%u
— =0 30
oy (30)
Apoés integracao, chegamos a
C
e (31)
I
Tendo em vista que a tensao cisalhante 7, na parede é
ou
v = b— 32
™=y, (32)
temos que
TwY
U=— (33)
I

Finalmente, introduzindo uma velocidade ., denominada velocidade de atrito, definida por

e
Uy = (] — (34)
p
podemos adimensionalizar a equacao 33 definindo
= X 35
o= X (352)
+ o= ¥ 35b
y » (35b)
De tal forma que, para a subcamada viscosa, temos
ut =yt (36)

Para a subcamada turbulenta, é necessaria uma avaliagao das ordens de grandeza dos termos importantes,
utilizando o conceito de comprimento de mistura. Freire et al. [7] descrevem o desenvolvimento da expressdo
para a regiao turbulenta da camada limite. Aqui, vamos nos limitar a dizer que o perfil de velocidade na

subcamada turbulenta é expresso por

1
ut = p Iny*t + B (37)

onde k é a constante de Von Karman, sendo normalmente k = 0,41, e B = 5 é um valor constante bem aceito

para escoamentos em parede, baseado em resultados experimentais. A figura 3.13 de Freire et al. [7] apresenta

4A expressdo em inglés para o escoamento principal seria “bulk flow”.

12
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um conjunto de perfis para a camada limite turbulenta obtidos de experimentos diversos.

3.2 Comprimento de mistura de Prandtl

A viscosidade turbulenta v; pode ser determinada através de modelo algébrico ou de modelo a uma equagao

diferencial ou de modelo a duas equagoes diferenciais (neste se enquadram os modelos k-€ e K-w).

O modelo algébrico é baseado no conceito de comprimento de mistura, concebido por Ludwig Prandtl (ver Freire
et al. [7], capitulo 3), que define o quanto a particula deve se afastar para perder sua identidade e misturar-se

com as outras. A viscosidade turbulenta é entao definida por:

ou

Vt:lg

onde [, é o comprimento de mistura. Para escoamentos préximos a paredes sélidas (caso do escoamento no

canal),

l. = ky,paray <94 (39a)
le = Ko, paray >0 (39Db)

onde k é a constante de Von Karmén, e ¢ é a espessura da camada limite.

Com essa defini¢ao, a variacdo do comprimento de mistura passa por uma descontinuidade da parede para o
interior da camada limite. O comprimento de mistura pode ser calculado ainda com a aplicagao de uma fungao

de amortecimento. Normalmente é usada a funcao de amortecimento de Van Driest. Neste caso,

l. = Dky, para y < 0 (40)

com

Ur
D=1-exp (_yﬂ) (41)
onde A = 26.

Cabe ressaltar que a modelagem do escoamento através da introdugao da viscosidade turbulenta é uma das
formas de solugdo do Problema de Fechamento dos modelos RANS e é dito modelo de turbuléncia de primeira
ordem. Existem modelos nos quais as componentes do tensor de Reynolds sao decompostas, dando a origem a
termos com produtos de trés componentes de velocidade, classificados como modelos de turbuléncia de segunda
ordem. Um outro ponto é que, no caso particular do escoamento no canal, considerando que ele possua largura

L, o comprimento de mistura é dado por

l. = ky,paray<¢ (42a)
l. = kd,parad<y<L—90 (42b)
l. = k(L-—y),paray> (L—9) (42¢)

13
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4 METODO DE DIFERENCAS FINITAS
4.1 Laminar permanente
1
o (,on) _1op w3
Oy \ Oy p Oz

A discretizagao em diferencas finitas unidimensional é feita para um ponto genérico de malha i e distancia entre

noés uniforme igual a Ay, a discretizacao da equacao 12 em diferengas finitas centradas é expressa por:

V¢+1/2(Ui+1 — ;) — Vi—1/2(U; — ui—1) — 1@
Ay? p Oz

(44)

Note que a viscosidade cinemética v = p/p é discretizada no ponto médio dos segmentos da malha em diferengas
finitas i +1/2 e i — 1/2, tomando-se entdo v; 412 = (V; +Viy1)/2 € Vi_1j0 = (Vi1 +1v4) /2.

O sistema de equagoes resultante é linear, e pode ser representado matricialmente por

Au=b (45)

onde, considerando que a malha possua m pontos nodais,

Al,l A1,2 s Al,nL
A271 A2$2 AN Ag’m
A= (46)
Am,l Am 2 Am,m
U1
U2
u= (47)
Um,
by
ba
b= (48)
bm

Para uma linha ¢ e coluna j genéricas, a montagem (assembling) da matriz do termo difusivo A da equagao em

14
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regime permanente é feita organizando-se os coeficientes de u;—1, u; € u;11 em colunas dentro de um lago (loop)

do tipo

e coluna j — 1:

Vi—1/2
Ajj1= Ay? (49)
e coluna j:
—Viy1/2 —Vi-1/2
Ay = (50)
5J Ay2
e coluna j + 1:
Vit1/2
Ajj = Ayé (51)
Para a montagem do vetor do lado direto b:
e linha ¢:
10p
A solucao do sistema linear 45 fornece o perfil laminar permanente de velocidade no canal.
4.2 Laminar transiente
ou 10p n 0 ou (53)
b A T i
ot pOdxr Oy \ Oy

A discretizacao em diferencas finitas unidimensional ocorre da mesma forma que no caso de escoamento laminar
estaciondrio, porém com a inclusdo da derivada transiente (9/0t) na equagao. Com isso, para um ponto genérico
de malha i, para passo de tempo At e distdncia entre nés uniforme igual a Ay, a discretizacdo da equagao 22

em diferengas finitas centradas é expressa por:

Wy 10 vyl — el vt it
Vigr/2(uipy = uf) = Vieajo(uif —uily)

+ (1-a)

54
N (54)
onde « representa uma varidvel limitada por 0 < a < 1 que ajusta o esquema discreto no tempo em explicito
a = 0, implicito @ = 1 e de segunda ordem do tipo Crank-Nicholson para o = 1/2. A viscosidade cinemética
v = u/p é discretizada no ponto médio dos segmentos da malha em diferengas finitas i4+1/2 e i—1/2, tomando-se

entao I/i+1/2 = (Vi + Vi+1)/2 € Vi*l/Q = (Vi,l + 1/1)/2

Para o assembling da matriz do termo difusivo A da equacao em regime transiente, propoe-se um esquema

dentro de um loop do tipo (para linha 7):

e coluna j — 1:

Vi—1/2
Aij1=—« 55
v,J Ay2 ( )
e coluna j:
1 Vit1/2 Vi—1/2
A= — 56
ITA T A A (56)
e coluna j + 1: ,
i+1/2
A¢7j+1 = — +1/ (57)

Ay?
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Para a montagem do vetor do lado direto:

e linha i:
up _10p Vigro(uipy — i) — vicaya(uf —ui )
A pae T 58
At pOx + ) Ay? (58)

A adogdo do esquema completamente explicito (¢ = 0) imp6e um limite quanto ao valor do incremento de
tempo At, acima do qual a formulacdo se torna numericamente instdvel. Este limite pode ser determinado a
partir do método de andlise de Von Neumann. O resultado da andlise considerando viscosidade constante exige

que

10p w\7!
At <2 (pax + A:l/2> (59)

A solugao do sistema linear resultante fornece o campo laminar de velocidade para o passo de tempo n.

4.3 Condicoes de Contorno

Para que o problema tenha solucao tinica, condigoes de contorno devem ser impostas. No escoamento em canal,

é razoavel supor condigao de nao deslizamento nas paredes, i.e.,

u(y=0) = 0 (60a)
uly=L) = 0 (60b)

No contexto do problema discreto, com malha deslocada, esta condicao exige que
Uy +uy = 0 (613)
Uy + U1 = 0 (61b)

De tal forma que

Ay =1 (62a)
A, =1 (62Db)
Am,m = 1 (62C)
Apm—1 = 1 (62d)
bp = 0 (62e)
b = 0 (62f)

5 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

O objetivo desta secao é resolver o problema anteriormente apresentado utilizando o método de elementos finitos

(MEF). Para uma introdugao detalhada ao MEF, sugere-se ...
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5.1 Laminar permanente

Para o problema permanete, a derivada temporal é desprezada, levando-se em conta apenas a variacao das
varidveis no espago. O problema do escoamento unidimensional em um canal pode ser entdo escrito em sua

forma forte por:

0 ou 10p
LA e Q=101
a9 <1/ 8@/) o or em [0,1] (63)
=uy em Iy (64)
u =ug em | (65)

O termo do lado direito da primeira equagao representa a derivada segunda da velocidade u, entretanto o indice
2 nao aparece no operador pois, para este caso, a viscosidade cinemética v = u/p deve ser considerada como
fungado e ndo uma constante (no caso de v constante, a viscosidade poderia ser retirada da derivada e, entéo,
verfamos a derivada segunda sendo operada em u). O termo do lado direto representa a inversa da densidade
multiplicada pelo gradiente de pressao na direcao x que para o problema proposto é um dado do problema
como verificado nas Eqgs.(20 e 21). As demais equagdes representam as condigoes de contorno em I'y e I'y, que

representam os pontos extremos do dominio £ = [0,1], ouseja 'y =0 e 'y =1 5.

No Método de Elementos Finitos, a solucao é construida sobre sua forma fraca. Por sua vez, esta é encontrada

através da ponderacao de uma funcao peso w na forma forte do problema, ou seja:

d (d 10 dw  d 10
/w[k(“)—p] dQ:OH/w[wku} dQ:/w[p] dQ (66)
o |dzx \dz p Ox o |dr dz Q Lpox
E comum integrarmos por partes as derivadas de mais alta ordem, separando-a em dois termos distintos: um

avaliado no interior do dominio e outro avaliado no contorno. Com isso, o termo de derivada segunda toma a

ol () [ ()

Com isso, a equacao final depois da integragdo por partes e substituindo o dominio Q pelo seu intervalo

du\ | Vdw (| du L riop

Note que até este momento nao houve quaisquer aproximagoes das funcoes e o problema ainda nao foi discre-

forma:

geométrico, obtem-se:

tizado. O préximo passo para a solugao da equagao diferencial é minimizar o residuo que é obtido quando se
substitui a fungdo desconhecida u(x) e o peso w(x) por solugoes aproximadas do tipo @(z) e w(x) respectiva-
mente, na forma fraca da equagao. Estas solugoes aproximadas sao definidas através de uma combinacdo linear

de funcoes do tipo:

= Z N;(z)u; (69)
i=1

5A utilizagdo das letras Q e I' para representacdo simbélica do dominio do problema é pratica recorrente em problemas ma-
tematicos. € representa espaco R™, entdo I' consequentemente representa o espaco R"~1. Exemplo: Se ) representa uma esfera
no espaco R3, I" representa a casca desta esfera, ou seja, a sua superficie limitante, entdo descrita no espago R2.
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b= ZNj(x)wj (70)

Note que o limite superior do somatério v representa o nimero total de nés da malha computacional® (a ser
definido posteriormente). Substituindo as fungdes de aproximagao na formulagao fraca apresentada pela Eq.(68)

obtemos:

—N; (x)w]kd

/ 5 A w]kZdN Jui | /ZN [lgi]dx (71)

Note que w; estd presente em todos os termos da equagao e pode ser eliminado, uma vez que w; sao coeficientes
constantes, apesar de desconhecidos. Rescrevendo a equagao e passando o termo avaliado no contorno para o

lado direito, obtemos:

1

/Z kZdN Jui x/olijvj(x)[;gﬂ derNj(x)wjk% (72)

Manupulando-se os sinais de somatério da Eq. (72) e separando os termos que estdo multiplicados por w; no

lado esquerdo e os demais termos no lado direito, chegamos a seguinte forma:

D3 ([ ), z/ 0|5 22 a4 2y ) D

Jj=

Note que os termos de contorno sao levados para o lado direito apesar de u; estar presente, isso se deve ao fato
de wu; no contorno ser prescrito através de condigoes de contorno. A equacao apresentada pode ser escrita em

forma tensiorial através de um sistema de equacoes lineares. Considere entao que:

sz; ( /0 1 d]\gf)de;(?”" dx) — K5 (74)

j=1i=

uU; —r Ui (75)

Z/N Fap}dx—wj (76)

onde u tem como componentes os valores nodais u,,, a matriz K e o vetor f representados por uma montagem

conhecida com Assembling:

Kijui = f] (77)

60bjeto geométrico que define o nimero de reparticdes discretas do dominio em elementos e pontos e como eles sdo conectados
entre si.
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Matriz de triangulacdo (vizinhos):

U1 V2
0] O 1
11 1 2
IEN =
21 2 3
3| 3 4
Cédigo para geragao da Matriz K.
Algorithm 1 Algoritimo de ‘assembling’ 1
1: for elem < 0, NE do — NE = Numero total de elementos da malha
2 for ijpcq; < 0,2 do — dlocal = V1, V2, V3]
3 iglobal < IEN[elem, ilocal]
4 for jiocar < 0,2 do — Jlocal = [V1,V2, V3]
5 jglobal — IEN[elem7jlocal]
6: K[iglobahjglobal] — K[iglobalnglobal] + kelem [Z.localmjlocal}
7 end for
8 end for
9: end for

6 PARTICULAS

Em um escoamento multifasico particulado, a quantidade de particulas sélidas presente em um volume fixo da
fase continua caracteriza a distribuicao de particulas no escoamento. Tais particulas podem representar gotas de
liquidos, solidos e bolhas dispersas em um meio que pode ser liquido ou gasoso. Dependendo da distancia livre
L, entre as particulas, o acoplamento entre as fases ¢ maior ou menor. Define-se a distancia livre entre centros

de particulas por meio da fracdo volumétrica de particulas oy, em um elemento ciibico como na Fig. (?7?).

Considerando que o didmtro da particula é D,, a seguinte relacdo pode ser estabelecida para o calculo da

distancia livre entre particulas:

L, =D, (”) - (78)

6y,

onde a fragao volumétrica é a relacao entre o volume da particula, modelando-a geometricamente como esfera,

e o volume do cubo:

volume da esfera 7D /6

ay =

volume do cubo Lg (79)

A classificacao de sistemas dispersos com particulas sélidas é divida em duas categorias: diluidos ou densos.

Em processos reais, as particulas também podem exercer influéncia sobre o fluido. No entanto, a concentragoes de
particulas pode ser suficientemente baixa tal que o efeito destas forcas no fluido pode ser desprezado, de maneira
que o acoplamento entre fluido e particula se d4 apenas no sentido do fluido para as particulas, constituindo um
modelo do tipo (one-way coupling). Além disso, problemas como o transporte de sedimentos em grandes corpos
aquéaticos, dispersao particulas de poluicao na atmosfera, entre outros, as escalas de comprimento das particulas
sao muito pequenas em relagao as do escoamento da fase continua. Nestes casos, o conceito de particulas

pontuais pode ser empregado, segundo o qual a influéncia do volume no escoamento pode ser desconsiderada.
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A equagdo de Basset-Boussinesq-Oseen (BBO) relaciona a taxa de variacdo de quantidade de movimento de
uma particula esférica rigida imersa num campo de velocidade caracterizado por baixo niimero de Reynolds.
Esta equag@o acopla o movimento das particulas (fase dispersa) ao escoamento do fluido (fase continua) por

meio da transferéncia de quantidade de movimento linear, modelando a agao do fluido na particula.

Dada a massa M de uma particula pontual, com densidade p,, didmetro D e o campo de velocidade v, (bidi-
mensional), consideremos agora as seguintes trés forgas atuando na particula: arrasto (drag, Fp), sustentagao

(lift, F1) e forca de “massa acrescida” (added mass, F 4 M), definidas da seguinte forma:

arrasto Fp: 5
Fp=5Cp(u=v,) [ u-v,| (80)
sustentagao Fp:
Fi — 1.61 5,0 | u—v, || 2 |2 o (81)
=1. —v, || — |—
L HPp p dy dy
added mass F 4 ,
nD° d
F =p—— — 82

onde o vetor u é o campo de velocidade bidimensional do escoamento (o qual, no caso do canal, é tal que u = ui,
i.e., a componente na dire¢ao y é nula). No termo da for¢a de arrasto, Cp é o coeficiente de arrasto, definido
por [10]

24
Cp = Riep’ para Re, < 0,1
24 0.7
Cp = Te (1 +0,14Re, ) , para 0,1 < Re, < 1000 (83)
P
Cp = 0,445, para 1000 < Re, < 350000

onde foi introduzido o nimero de Reynolds da particula Re, definido por

p
Re, = =D [[u—v,| (84)
W
Para estas trés forcas 80, 81 e 82, a equagdao BBO é expressa por

05 7D3 d

du
+ Pﬁa(vp —u) (85)

dy

du

dvy _ 3p. du
dy

2
dr 4DCD(U-_VP) [u—=vy || +1.61/5pp D" || u — vy ||

cuja soluc@o dentro do intervalo do passo de tempo fornece a velocidade v, da particula. O tracking da particula

pode entao ser efetuado por meio do cdlculo da posicao com a velocidade v,.

Embora néo seja o caso do escoamento em canal do qual trata o presente texto, cabe citar ainda a forca exercida
pelo campo gravitacional na particula, Fg, a qual resulta numa forga de empuxo sobre a particula dada por
gravidade Fg:

DS

Fe=(pp—p)m-8 (86)

Outras forcas podem ser incluidas no modelo do movimento da particula, como influéncia de campo magnético,

campo elétrico, ou a for¢a de Basset. Maiores detalhes podem ser obtidos de Crowe et al. [5].
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7 TESTES

Uma implementacao dos modelos descritos possibilitara os seguintes testes:

e Para um mesmo problema, integre a solugao final ao longo do dominio espacial para duas resolucées de ma-
lha diferentes. Tente observar o efeito da dissipacao numérica. Quanto menor o nimero de pontos, maior
¢é a quantidade de informacao perdida na aproximagao das derivadas. Um escoamento mais dissipativo

. ) L
(ainda que falsamente) resultard em valores menores de fo udy.

e Os perfis turbulentos sdo mais “achatados” do que os laminares, o que é possivel de ser explicado a partir
da definicao do comprimento de mistura. Uma vez que a intensidade da turbuléncia é proporcional ao
nimero de Reynolds, é possivel notar que o perfil se torna mais “achatado” para maiores niimeros de

Reynolds.

e A solucao do perfil turbulento nao representa o escoamento “real”. De fato, uma vez que a solucao das
equagoes RANS fornece os campos médios, as flutuagoes do escoamento nao sao vistas pelos perfis obtidos

da solucao de 58.

e Tente reproduzir os perfis da camada limite turbulenta. Calcule a solugao permanente do escoamento

turbulento e tente observar as subcamadas viscosa e turbulenta.

A COMO CALCULAR ERRO

Muitas vezes desejamos calcular em que distancia uma aproximagao se encontra do valor exato da quantidade
que estamos medindo. Esta aproximagao muitas vezes estd associada ao tipo de metodologia que estamos em-
pregando ou simplesmente pelo fato de aproximarmos o valor de uma constante em uma equacao. O significado
de um erro cometido estd estritamente relacionado a magnitude da quantidade medida ou calculada. Para
ilustrar este problema, considere o peso de uma mala de viagens 32kg exatamente, porém ao medir o peso desta
mala em uma balanca analdgica verificamos que a leitura do valor é de 31.8kg. Como poderiamos saber se este

erro esta dentro da tolerancia apresentada pelo fabricante da balanca?
Erro absoluto = valor aproximado - valor exato
Erro relativo = erro absoluto / valor exato

Normas em vetor:

lell, = (; |zi|p)1/p (87

Em computacao cientifica, trés normas destacam-se:

e norma 1:

lally = > e (58)

e norma 2:

lell = (g w)m (59)
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e norma oo ou norma inf:

||2]loe = max|a| (90)

Para ilustrar o exemplo, considere os seguintes vetores:

100

15

1.1

98

=
Il

(92)
14

5.8

Onde z representa o vetor de valores exatos e & o vetor de valores aproximados. O erro absoluto pode ser

calculado nas trés normas apresentadas da seguinte forma:

3
o — |l == |oi — &:| = (93)
=1

o — lls — (Dxx) - (94)

i=1

|z — &lloe == mazi_y|z; — @] = (95)
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