Equacoes difrerenciais ordinarias e algebra linear
PPG-EM /UERJ

Lista de exercicios No. 2

1. Em um modelo simplificado da economia de um pais, R = R —aC, C = §(R—C —Q),
onde R é a renda nacional, C a taxa de gastos dos consumidores e GG, a taxa de gastos do
governo. As constantes a e 3 satisfazem as condigoes 1 < a < o0, 1 < < co. Mostre que se
a taxa de gastos do governo for constante o sistema tem um ponto de equilibrio, determine as
equagoes linearizadas de evolucao de pequenas perturbacoes em torno desse ponto e a solugao
das mesmas.

2. Localizar os pontos de equilibrio e esquematizar o diagrama de trajetérias no espago de fases
de sistemas cuja evolugao obedece as seguintes equacoes:

T—kr =0

Z—8xz =10

T=k se |z|>1 e =0 selz|<]1
T+3r+2x=0

Z— 4z + 40z =0

£+ 3lz|+2x=0

3. Um satélite artificial se desloca ao longo do segmento de reta que une os centros de dois
planetas, o primeiro de massa M; e o segundo de massa Ms. A distancia entre os dois planetas
é a. A aceleracao do satélite é dada por:

onde x é a distancia do satélite a um dos planetas. Determine o ponto de equilibrio da trajetoria
e as equacoes de evolucao de pequenas perturbagoes em torno desse ponto e a solucao das
mesmass.

4. Determinar os pontos fixos, a estabilidade linear dos emesmos e esbocar as trajetorias no
espago de fases do sistema cuja evolugao obedece a lei:

j+(:1c2—1):t—|—x:0
5. Resolver o sistema:
r = —2x

T — 2y
z = y—2z



6. Determinar a forma canodnica de Jordan das matrizes :

5 -1 1 1 0 0
-5 6 -1 -1 1 3 -1 -1 0 0
-1 1 -1 0 o o0 4 0 1 1
A= 2 9 9 ¢ B=lo o 0o 4 -1 <1 |
8§ —10 -1 2 o 0 o o0 3 1
o o0 o0 o 1 3
sabendo que a matriz A tem um tinico autovalor A = —1, de multiplicidade 4 e que os autovalores

da matriz B sao 4 (multiplicidade 5) e 2.

7. Localizar os ponos de equilibrio de sistemas que obedecem as equagoes abaixo, determinar
as equagoes de evolucao de pequenas perturbacoes em torno dos mesmos, a solucao dessas
equagoes e asrespectivas trajetorias no espaco de fasse:

T=x—Y

T =yeY
r=1—zy
t=(14+z—2y)x

T=x—Yy

T = —6y + 22y — 8
& =4 — 4% —y?
T =—yv1—2x?

x

r = seny

y=x+y—2xy

y=1—a?

y=(r—1y

y=(r—1)y

g =a?—1

y:y2_x2

y = 3wy

y=xv1—2? para lz] <1
Yy = —senxt

8. Seja A um operador algébrico linear que tem um autovalor de multiplicidade 3. Mostrar
porqué o autovetor e os autovetores generalizados, associados a este autovalor sao linearmente

independentes.

9. Resolver o sistema X = AX, onde:

com a condigao inicial X(t = 0) = (1;2;3).

10. Dado o sistema de equagoes:

—6y + 22y — 8

y? — o



Determinar os pontos fixos, a estabilidade linear dos mesmos e as trajetorias no espaco de fases.

11. Determinar a forma candnica de Jordan da matriz:

O OO DO = Ut

OO OO W

O OO ===

OO O ==
|

— W= = OO

W= == 0O O

sabendo que os autovalores da mesma sao 4 (multiplicidade 5) e 2.

12. Reescrever a matrizes abaixo na forma candnica de Jordan:

01111
000O0O
A=100 0 1 1
00 0O0O
00 00O

13. Mostrar que o sistema cuja evolugao obedece & lei:

iy = —2xq — Xy + 11 €xXp (:1:% + x%)
Ty = X1 — 2To + Toexp (m% + :Eg)
tem um tnico ponto de equilibrio e estudar a estabilidade linear desse ponto.

14. A interacao entre duas espécies caca-predador é governada pela pelo modelo deterministico:

C = (1-C-P)C
P = (-1-P+QC)P.

Determinar os estados de equilibrio do sistema, estudar a estabilidade linear dos mesmos e
confirmar que a espécie predadora nao sobrevive na auséncia da caga.

15. Dada a matriz:

-2 -3 1 4 -4
-3 -9 1 5 -1
A= 0O -1 -1 1 -1
-5 —-14 2 9 4
-3 -9 07 -4



cujo polindmio caracteristico é:
PN =AM+ AN +2—0)(A+2+14)

reescrever a matriz na base de seus autovetores e autovetores generalizados.

16. Encontrar os pares de solugdo 1 (t), z2(t) que satisfazem ao sistema de equagoes:

jfl = —XT9

jz = —$1—$2+$'2

com a condigao inicial 1(0) = 1, 2(0) = 0 e 2(0) = 3.

17. Determinar os pontos de equilibrio, a estabilidade linear ods memso e esbogar as trajetorias
no espaco de fases do sistema cuja evolugao obedece a equagao de Duffing:

P4+ —x+22=0

18. Calcular exp(tA) e exp(tB), onde:

500 0 01 111
150 0 00 00O
A= e B=]100011
0150
000 5 000O0O0
000O0O0
19. Calcular exp (tA), onde:
1 -2 0 0
2 1 0 0
A=l 1 9 1 2|
-2 0 -2 -1

sabendo que os autovalores de A sao u = 1 4 2i, de multiplicidade 2.

20. Seja uma matriz quadrada A, de dimensgoes n X n, cujo polindémio caracteristico é:

POV = (= A)™ (A = Ao)™2 .. (A — A\p)™ =0,



onde Ai, A, ..., \; sao os autovalores de A e mq, mo, ..., my, a multiplicidade de cada autovalor,
respectivamente, com mq + mo + ...+ my = n. Mostrar que toda matriz A, conforme acima,
satizfaz seu polindmio caracteristico, isso é:

P(A) = (A= A\ )™ (A = XoI)™ .. (A — NI)™ =0,

onde [ é a matriz identidade e 0, a matriz nula. Esse resultado é conhecido como teorema de
Cayley-Hamilton.

21. Em 1968, os profs. I. Prigogine e R. Lefever, da Universidade Livre de Bruxelas, propuse-
ram um modelo para descrever as oscilagoes em sistemas quimicos observadas por Belousov e
Zhabotinsky, cerca de quinze anos antes. Gracas a esse modelo, Prigogine foi agraciado com o
prémio Nobel de quimica em 1977. O modelo recebeu o nome de “Brusselador” e é dado por:

Cgf = —(b+Dz+a+z%y
ZZZZZ = bx — 2%y,

onde x e y sao as concentragoes de compostos quimicos intermediarios e a e b, as concentracoes
de reagentes, mantidas constantes. Determinar os pontos de equilibrio dessa cinética. Que
relagoes devem existir entre os parametros desse modelo, para que o sistema seja estavel e em
que condigoes ocorrem oscilagdes que sao amplificadas (bifurcagao de Hopf)?



